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1 Simulation du dosage de I’acide citrique

A) A be & oM

n 3= f Y Pl / ()
= A 2- (Caruu_ (6‘ FL) \D‘"‘”"]‘L /‘CVB L’kﬂ. lﬂ\Jox—r}‘ OLL L{Lw LL\;‘F A.L dCu L,\L
L Hh

he WR |

’; e Hv)‘\ - 0N nu\x’/& L‘»/L/ L fpe/m,uv_ ()\ud \re_ n w‘ /l‘(,uz

hele pasqe WA esidhe domy oo ob n'eok pes
‘m\z\nh\uﬂ L‘J)Lélﬁ/ (ef‘* remre lon de o f19q
- Ved, Ly & onvion B0% da HiAY.
,<.> Ay moment A& <(v~m "L‘L/(‘c,\,f" \/e_(1 /l‘Zm\L leo 3acids s
onl EL& Lukw AN ‘”w" de v ke e -

y

e
e Veriee = V\KLUCL_L - 3 M A
‘A \(f\a .v\:zm\r \:)\ 1\n A,«‘/M\V
f hen f,—C&c«.\%
_ ) R, 7
\\’ Lf) \4/&1 =1 3(; \/fV = cC = Le \/u‘ = S 4o X ’12,(/46 .

%Vo | 3.20 (9’/(

:7 Cf— COT{ (Y‘J} L>1‘\
i)) l—% fKA \wu,mﬁk elw, c\nkm“ o~ Cb(!/"' (,L). l évﬂ‘

?H = A il lOJ Lbﬁ‘___] 7 u&»hg uv \L [Lbkl lkufh
| &uv [lm C\\TLKN\/\ ‘DII&A ]:\H

(}IG\L/‘"W” LZJ’W“& CLir(LL&"
PKA:L(HsHH.zQ:;/?
P W, (Hbr«‘/w') -4 b

PKAB 'LHA“/W") =64
T TR ‘ 3o odi
L) TUnly o glon sl sak do g ok die goe oo Sacidi

dor "\c’*ﬁ{"’“ on e R’mf)/ (e f'/i;‘ PN o l/\c‘zu«y orec o v’;xtwd
(/\.L rokA (,\J, ~ne bw\\’ (M Hl; o[\,c AfKA.> 2.



MP2 Janson de Sailly Correction - DS 4 (sujet unique)

j/}m aadibe - Hz),q " CH’ = ng\' . Hz o Kx“ ; «’:L,,&/’;;Aom,?-

= L
A et HZ/ A+ O0H = HA* ™ 1,0 Ky = /l;f“"l'!1 = Ao e
‘\-: - y )) - ~ ‘ 2
4 (_)H = /'\ —+- HZ(/ KB = /{cm’é/"' ;/Icql"3

o

L‘,x_\ o \Zw.; € Liv\i, Y‘C(O&L,\'nc,\v\ \'vg»\,vgﬂ\" ¢ )TL
|

. 7 _ (
(u &‘\t'.l f’\’\..( 5\£~>. dl (5 A l“f VT\L"A\/ YR C \»‘: J (/\Y" nac
N

th u;n\m& )& {“.L.f\/;f’ Ao \((‘i(uu/\’ {‘V\k\é‘,@.
)J,“KA :

- \ \ (
s 5> (o Ly downlm Piea P Lon rtin
] AD 8 \hw\\/m 3 v\ \” emn >\ j,/ 'u/\/(w’/% Mt’

A X r;‘:uL L\/io i~ it (-(U y.'.-') e

2 Phénomenes d’induction électromagnétique

I Flux du vecteur champ magnétique

1. L’analyse des symétries et des invariances, puis 'application du théoreme d’Ampeére sur
un cercle centré sur le fil, perpendiculaire a celui-ci, et de rayon r permet de montrer que,
pour r >0 :

ﬁl(M) uoilm

- 2nr

2. Les lignes de champ magnétique sont des cercles concentriques centrés sur le fil, perpen-
diculaire a celui-ci, et s’enroulant autour du fil dans le sens trigonométrique.

3. Le flux du champ magnétique créé par le fil a travers le cadre rectangulaire orienté dans
le sens ABCD vaut :

1 :/ B, d?:// Bily - dzdridy — “”“L/Mdrz poirL, A+
ABCD ABCD 2t Jqg 7 27 d

Le flux est donc positif avec cette orientation du circuit.
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IT Force électromotrice et courants induits

dd
1. La f.e.m. est nulle car ®; = cste et donc e = —d—tl =0.

2. Ce deuxieme cas correspond au cas de Neumann.

(a) L’orientation du circuit selon ABCD impose le sens de iy, de e et de cﬁ orienté, COMINE
le montrent les schéma a) et b) ci-dessous.

Doy, e D o i,

d
15(0)

i1 ®B] | eF [R:I C) l e<0 101 B) l c=V,-V,

Calculons tout d’abord la f.e.m. induite dans le circuit en utilisant la loi de Faraday
(avec cette orientation, le calcul du flux est bien dans le bon sens par rapport au I,

avec (ﬁorienté selon 79) :

dd; MOaL, d+ ¢
dt o '\ Td

L’application de la loi d’Ohm dans le circuit équivalent de la figure b) constitué du
générateur idéal de tension et d’une résistance R nous donne : e = Risy, et on obtient

finalement :
. ,ugaLl d+?
2= 2TR " d

Le courant est négatif. Essayons de retrouver cette proporiété avec la loi de Lenz,
sachant que le courant induit doit générer un champ magnétique induit qui doit
s’opposer a la variation du flux a travers le circuit. Comme 77 augmente au cours du

temps (a > 0), ¢ augmente, et donc gmdwt selon — Wy (on rappelle que ginduit

ne s’oppose pas toujours a B, par exemple dans le cas ol le courant 71 diminuerait,
induit €t seraient dans le méme sens). On retrouve bien que cela est cohérent

avec un courant is < 0 selon ABCD (ou un courant positif dans le sens DCBA).

(b) Lorsque linterrupteur est ouvert, aucun courant ne circule dans le circuit ; cepen-
dant, la présence du champ magnétique variable donne toujours lieu & un champ
électromoteur identique dont la circulation n’a pas changé par rapport au cas précé-
dent varié puisqu’on néglige la taille de l'interrupteur. Il existe donc une différence
de potentiel entre les points P et () identique a la f.e.m. calculée précédemment.
En utilisant 'orientation précédemment choisie pour la f.e.m. (Fig.2c), on obtient

directement :
L d+ ¢
Vp—Vog=e= "0 m() <0

27 d

3. (a) Dela méme fagon que précédemment, on obtient avec i9 orienté dans le sens horaire :

- polmLwicos(wit), [d+{
P orR '\ d
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(b) Les courbes i1(t) et iz(t) sont en quadrature de phase, avec ip d’amplitude néces-
sairement plus faible que i1 (attention, c’est 'opposé de io qui est représenté ici...

()

Ao A A
JY YV Y Y

4. Ce dernier cas correspond au cas de Lorentz.

(a) La fem d’induction est nulle dans ce cas d’apres la loi de Faraday, car le flux du
champ magnétique est inchangé a tout instant.
On peut également s’en convaincre en se placant dans le référentiel du cadre mobile :
le champ B étant invariant par rotation d’angle 8 autour de I'axe z, le champ pergu
par le circuit est invariant.

(b) Calculons la f.e.m. induite dans le circuit en utilisant la loi de Faraday, le circuit
étant toujours orienté dans le sens horaire ABCD :

e =

dd - MoilL d [/d0+€+vt d?“] - ,u(]ile 14
d

Cdt 2w dt | Jaew T 21 (do + vt)(do + £ + vt)

On trouve que la f.e.m. est positive lorsqu’elle est orientée dans le sens de ABCD,
et le courant induit est également dirigé dans le sens horaire, contrairement aux cas
étudiés précédemment. En effet, dans le I1.2, le flux augmentait alors qu’il diminue
ici au cours de I’éloignement du circuit.

3 A propos de la résonance magnétique nucléaire (RMN)

I. Rapports gyromagnétiques

Q1. Le contour définissant la spire étant orienté, le vecteur surface obéit a la régle de la main

droite :
? = R? e_;

Le moment magnétique de la spire est le produit de ? par 'intensité I du courant qui
traverse la spire.

=18 =IrR%E
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Q2. a) Le mouvement étant circulaire (r = Cste), le vecteur vitesse s’écrit en coordonnées
polaires ¥ =rfe). La puissance de la force Fyg est donc nulle puisque :

_>
Fo. U =0

D’apres le théoreme de la puissance cinétique :

dFE —
¢ = é 7 =
dt ! 0

ce qui montre que ’énergie cinétique est conservée et donc que la norme de la vitesse
est une constante.

b) En assimilant la trajectoire de 1’électron a une boucle de courant microscopique
parcourue par un courant I = e/T" (I’électron tourne dans le sens inverse du courant,
ce qui explique que ce dernier soit positif), on peut associer a 1’électron un moment
magnétique :

€ _ 2=
m: T’]T’I“Bez

Comme la norme de la vitesse est constante, on peut écrire que la circonférence du
cercle vérifie I’équation :

T
2mr
27‘('7“32/ vdt =vT donc v = B
0 T
d’ou
e
m = — 5 vrp e_;
c¢) Par définition du moment cinétique :
— =
Lo =0M Am.Y = mergv e, A (—e_g) = —merpve,

d) On en déduit que :

e — —
m=— 3 Lo =7eLo
Me
et donc que :
B e
Ye = 2me

Application numérique : v, =— 8,8.10'° C.kg™".

Q3. Décomposons la boule en porteuse d'une charge totale g en petites charges élémentaires
dq. Lorsque la boule est en rotation autour d’un diametre OZ, chaque charge dg décrit un
cercle autour de OZ et crée un moment magnétique dirigé dans la direction du vecteur [
sidg > 0et — el si dg < 0. Si on considere que le moment magnétique total 7t de la boule
est la somme des moments magnétiques de chaque charge dg, alors 7 sera colinéaire &

e.

Q4. Nous obtenons : ||7t|| = 7, h/2. Application numérique : ||77i|| = 1,4.10726 A.m?.

I1. Dipo6les magnétiques

Q5. 1l s’agit d’un systeme physique caractérisé par un moment magnétique 71 non nul et
dont la taille caractéristique £ est tres petite devant la distance ot on observe son champ
magnétique créé
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Q6.

Q7.

Qs.

Qo.

Rappelons que lorsque le champ magnétique d’origine extérieure ES est uniforme, la
résultante des forces magnétiques exercées sur le dipole est nulle : il ne reste que le
moment résultant de ces forces (couple).

Les posmons d’équilibre correspondent a = 6>, cest & dire & 7 dans le méme
sens que Bo ou 7 en sens opposé & By. Dans le premier cas ’énergie potentielle vaut
E,(1) = — ||7|| By et dans Pautre cas elle vaut E,(2) = + ||7t || Bo.

La position d’équilibre stable correspond a la plus petite valeur de E, : c’est donc la
premiere configuration.

La différence d’énergie vaut : AE, = 2 |7 || Bo. Application numérique : A E,=28.10"%
J =1,7.1077 eV (on rappelle qu'un eV est égal & 1,6.10719 J).

C’est une tres petite énergie comparée a celle des électrons dans les atomes par exemple
qui est de l'ordre de quelques eV ou a celle des interactions (fortes) entre les nucléons du
noyau atomique qui est de 'ordre de quelques centaines de Mev (méga électron-volts).

Précession d’un dip6le magnétique.

En supposant que les seules forces qui agissent sont les forces magnétiques, nous avons
(TMC) :

d? ?
m A By
dt 0
En multipliant cette équation par ,, il vient :
dmi =
d’ou :
%
c*7>0 = —pbBo

Du point de vue des dimensions, wy est homogéne a 'inverse d’un temps : il s’agit d’une

pulsation, appelée pulsation de précession ou encore pulsation de Larmor.

Considérons le produit scalaire de I’équation précédente par 7i. Nous obtenons :

AR (@A) =0
et comme :
A 1(dmat)  1d)a)?
At 2 dt 2 dt
il vient :
2
]2 _ 7| = Cste
de

Considérons maintenant le produit scalaire de 1’équation précédente par er. Puisque
By = By e_; et que e_z> est un vecteur constant, il vient :

dm  d(el.m) —
—> z = -

At dt _ez'(m/\BO)_
et donc :

’e_;m =m, = Cste‘

En utilisant les deux expressions équivalentes du produit scalaire, on en déduit que :

%
m.By = m.By = ||| By cos o = Cste

ce qui montre que cos« reste constant au cours du mouvement et donc que « reste
constant. Ceci montre que le vecteur 7t décrit un cone de demi-angle au sommet a.
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Q10. a) Projetons I'équation (1) sur la base cartésienne (e, &, €2). Nous obtenons :

my = 'YpBO My
my = —ypBomy

En dérivant la premiere équation par rapport au temps et en y remplacant 1, il
vient :
g = YpBo 1y = — (’ypBg)2 My

Par la suite, nous poserons : wy = || & || = 7,Bo > 0. On obtient alors :

mx+w02mx:0

ce qui est ’équation d’un oscillateur harmonique de pulsation propre wg. Une équa-
tion similaire est vérifiée par m,,.
b) Nous avons :
my(t) = A cos(wot) + psin(wot)

En observant la configuration du moment magnétique a
t =0, on voit que m,(0) = mpsina et que 111,(0) = womy(0) = 0. On en déduit que
A=mgsina et p =0 et donc :

‘mx(t) = mg sin a cos(wot) ‘

puis :

My = — YpBomg = —womg sin a cos(wot)

= my(t) = —mpsina sin(wot) + Cste

Comme m,(0) = 0, la constante d’intégration est nulle et nous obtenons :

my(t) = —mg sin « sin(wot)

c) On a:

2

ma> +my? = (mgsina)?

ce qui montre que I'extrémité du vecteur m | décrit un cercle de rayon mgsin . La
vitesse angulaire de parcours de ce cercle est wy.

A Tinstant ¢ = 0, TTTI(O) = mosina e, et & linstant t; > 0 tel que woty = /2,

Tn—ﬁ(tl) = —mpsina ?y. On voit donc que le sens de parcours est le sens horaire.
Y
mi0) oz
(0]
1 (t)

III. La relaxation de I’aimantation

Q11. On suppose pour simplifier I’étude qu’a l'instant ¢ = 0, juste apreés I'impulsion radiofré-
quence, I'aimantation vaut M (t = 0) = — My e;.
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Q12.

a) Le document 2 donne ’équation & projeter. On obtient :

dM, :_Mz—MO PN dMZ+MZ :%
d¢ Ty dt T T

b) La solution est : M, (t) = Aexp(—t/T1) + My, avec M,(0) = 0, ce qui conduit a :

—
Obtention de M :

a) La projection de ’équation du document 2 sur un plan orthogonal & el

e, conduit a :

— @AM, — L
a0 T,
b) Nous obtenons :
—
% — % t/T2 + % et/ T2
dt dt Ty
— —
AL et - My MLy,
T 2
H
=f A My

ce qui est le résultat demandé par I’énoncé.

c) Ils’agit de la méme équation différentielle que celle qui était vérifiée a la question Q8.
par 7t. On en déduit les deux équations couplées :

Mlx = _WOMly
Mly = wo M,

ce qui conduit a :
. 5
Mly = —Wwy Mly

et donc & :
Miy(t) = Acos(wot) + psin(wot)

avec : My, (0) = — My et My, (0) = wo My,(0) = 0 et donc :
Miy(t) = — Mg cos(wot)

et
Mlg; = —Wwo Mly = M() COS(wot) - Mlx(t) = M() sin(wot)

et, finalement :
— —
M (t) = Mie "2 = — Mye ™2 [ — sin(wot) &5 + cos(wot) & |

La norme de ce vecteur est donc : M (t) = My e "2, ce qui donne une décroissance
exponentielle, avec une constante de temps 75, conforme a l’allure donnée sur le
document 1.
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_>
IV. Production d’un champ magnétique intense Bj.

%
Q13. En supposant que la norme de j soit uniforme, on doit avoir : ja? = Iy et donc :

o S [
J = —5¢
a

pour Ry <7 < Ry et 7 = ﬁ sinon.

Q14. Soit M(r,0,z) un point repéré par ses coordonnées cylindriques. Le plan (M, er, e_g) est
plan de symétrie des courant contenant M. Nous avons donc Bo(M) = By(r,0,z) e;. 1l
y a de plus invariance de la distribution de courants par toute rotation autour de Oz et
par toute translation le long de Oz, ce qui donne :

.)
By(M) = By(r) el
D C

AT, B

z

Prenons comme contour d’Ampere (C'4) un rectangle ABCD de longueur AB = CD = /¢
et tel que AB soit a une distance r < Ry de 'axe Oz, tandis que C'D soit a l’extérieur
du solénoide. Le théoréme d’Ampere (en régime statique) conduit a :

— — .
% Bg.d€ = fB()(T’) = M0j£<R2 - Rl)
Ca

ce qui donne :

—> 1
Bozuoafg(Rz—Rﬁe_;

Q15. A.N.: Iy = 16 A, ce qui est une intensité trés importante.

Q16. L’équation de Maxwell - Ampere, rot g = po Jj , conduit a I’équation aux dimensions (ou
L représente une longueur) :

BL _ o) ) = 18] = o] L1
et donc : .
@zwmzwmum
d’ou :
_ ; = H tm!
A= =1

Q17. Partons de I’équation de Maxwell - Ampere et appliquons-lui le rotationnel. 1 vient :
HR? = M0R7 :quﬁ
D’autre, part : Jgt)r_o%B = gr?idiv? — A§ = —A?, et donc :
AB-—uwAB=10

d’ou :

qui est homogene a une longueur.
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Q18.

Q109.

Q20.

Q21.

Le probléeme est invariant par toute translation le long de Oy et de Oz ce qui conduit a
I'indépendance de 5 vis a vis des coordonnées y et z.

On projette I’équation (2) sur la base cartésienne (e—g, EZ, e_;) pour obtenir les trois équa-
tions scalaires :

¥&—%eo-¥%—ﬁ:0a¥&—%:o
da? 52 T da? 52 dz? 52
dont les solutions sont :
Bi(z) = Ay e /0 4 Lz /0
By(x) = Ay e /% 4 p, e*/°
By(z) = X, e/ 4y, €0

ou Az, Ay, Az, Uz, My €t g, sont six constantes. Comme ﬁ ne doit pas diverger lorsque
x — —00, nous avons nécessairement : A\, = Ay = A\, = 0 et comme B,(0) = B,(0) =0
et que B;(0) = By, il vient : py = p1y = 0 et p, = By. Cela conduit donc a :

Va <0, By(x) =By(x) =0 et B.(vr)= DBy ¢*/d

On en déduit :

—
] = = — — ey =——=DBoe" ¢,
Ho o dz 100

0 est une distance caractéristique d’atténuation de ﬁ et de 7 dans le supraconducteur.
Au bout d’une distance de l'ordre de 53, nous pouvons considérer que B et j sont nuls.
Cela signifie donc que et ? s’annulent quasiment tout de suite dans le volume du
supraconducteur et n’existent qu’au voisinage de la surface.

On peut supposer une décroissance exponentielle avec une constante de longueur ¢, de la
forme :

ggkugguguugy

Ry

V. La RMN pulsée

Q22.

—> =
Tout d’abord, ||B1|| = B1 = Cste. Ensuite, si on représente By a t = 0, puis a ¢; tel que
wt; = 7/2, nous obtenons :

10
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Q23.

Q24.

Q25.

Q26.

Q27.

_>
Ainsi, I'extrémité de By décrit un cercle de rayon By dans le sens horaire.
Négliger les phénomenes de relaxation revient a faire 77 — 400 et To — 400 dans les
équations de Bloch. Le champ magnétique vu par le dipole étant maintenant By + By, il
vient :

%
dM — —
— — — = o —
avec wh = —pBoel = —wpel et wi = — v, B1 = —wi ef.

Il s’agit d’une rotation de repere dans le sens horaire, ce qui donne :

W(R1/Ry) = —wes

Utilisons la loi de dérivation vectorielle :

— — —
M M M
AT () L BRyryaM = () —w@ A
dt dt t
Ro Ry R

et, d’autre part :

i
dt

— —
) :fwoe_;/\Mfwle_f/\M
Ro

En regroupant les deux expressions, nous obtenons :

qui est bien homogene & un champ magnétique. Ce champ "effectif" est représenté sur le
figure ci-dessous, dans le cas ol wg > w :

2

G

Dans le référentiel tournant, nous sommes ramenés a la situation des questions 9., 10. et
11. Le vecteur aimantation va avoir un mouvement de précession autour de ’axe défini

—
par le champ magnétique effectif Beg.
Si on tient compte des temps de relaxation 717 et 75, ce mouvement de précession va
s’amortir. Le Vec@r aimantation va venir s’aligner selon ’axe défini par le champ ma-
gnétique effectif Beg, avec une constante de temps 77, tandis que les composantes de M
orthogonales a cet axe vont tendre vers 0 avec une constante de temps T5.

_) ,
Comme, selon le document 3, la norme de M est conservée au cours de ce basculement,
le vecteur M va finir par s’aligner selon 'axe de Beg, avec une norme égale a M.

11
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Q28.

Q29.

—
Il faut faire varier la direction de 'axe de Beg en agissant sur la vitesse angulaire w du

ﬁ
champ tournant et en attendant un temps 7" > max(71,T>) pour que M ait le temps de
s’aligner sur cet axe. Ainsi, pour faire basculer M dans le plan Oxy, il est nécessaire que
W = wy-.

AN.:w=uwy=2,67.108 rad.s! et donc f = w/27 = 42,5 MHz, ce qui correspond & des
ondes radiofréquence.

On appelle ce phénomene "résonance' parce que ce basculement se produit pour une
fréquence caractéristique fy du systéme.

Il faut que t; > max(77,Ts) (déja répondu a la question précédente). D’apres le document
3, Th > Ty pour les tissus étudiés et donc il faut que t; > 17 qui varie de 0,2 s a 3 s et
qui dépend de l'intensité de By.

12



