MP Feuille d’exercices : espaces préhilbertiens

Exercice 1 Soient F un espace muni d’un produit scalaire, (e1, e, .., ;) une famille de vecteurs de E tel que :

{WE (Leonhllell=1 Vo e B, S (@] e)? =l a |2

i=1
Démontrer que (eq, ea, .., e,) est une base orthonormale de E.

(attention F n’est pas supposé de dimension n ni méme de dimension finie : on démontrera que la famille est orthonormale
puis on projettera un vecteur de F sur le sous espace vectoriel F' =Vect(ey, ea, ..., €,) + théoréme de Py...

. 4 . 1. . s 12
Exercice 2 Dans R™ muni de sa structure euclidienne canonique, on considére :

r + vy + z + t
F{(x,y,z,t)€R4{x + 2y + 3z + 4t

[
o o
—

Donner une base de F' et une base de F+.

Exercice 3 Soit E un espace vectoriel muni de (. | .) un produit scalaire et || || la norme associée, n € N*. Montrer que :
n n
1D anlP<n [l |
k=1 k=1

Exercice 4 déja donné dans une autre feuilles mais super standard
Sur M,,(R) on considére le produit scalaire ¢ : (A | B) — tr(A*B). On note N la norme euclidienne associée.
a) Montrer que V(4, B) € M,,(R)?, N(AB) < N(A)N(B).
b) Monter que V(A) € M, (R), | tr(A) |< v/nN(A). Etudier le cas d’égalité.

Exercice 5 Soit E un espace euclidien de dimension n, et soit ug, t1, ..., 4, une famille de vecteurs vérifiant :
i #j = (u; | uj) <O0.

Si Z Aiw; = 0 avee (Ao, A1y ooy A ) # (0,0, ...,0), montrer que les \; sont tous non nuls et de méme signe. En déduire que
i=0
(u1,ug, ..., u,) est une base de E.
Plus difficile : on fera des paquets d’indices tels que A\; > 0, A; < 0, et \; = 0 et des produits scalaires judicieux.
remarquer qu’il y a un vecteur de plus que la dimension.

Exercice 6 Soit E ’ensemble des suites (un)nen 2 termes réels telles que la série Y u2 converge.

Pour u,v € E, on pose : (u | v) E Up Uy, «

1. Montrer que E est un espace vectoriel sur R.
2. Montrer que (u | v) existe.

3. Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur F.
Exercice 7 Soit £ = C([0,1],R) et ¢(f, g) = Joyto+1f49.

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire.

2. S0t V={feE|f(0)=f(1)=0}et W={f € E|f"=f}. Montrer que V et W sont supplémentaires orthogonaux
et exprimer la projection orthogonale sur W.

(pensez & une intégration par parties pour L et exhibez une décomposition pour @. (on trouve) 7(f)(t) = f(0) S};S&;) +
sh(t)
f (1) sh(l)"

3. Soit Eap ={f € E|f(0) =a et f(1) = }. Déterminer fi%f f[o 1] 2+ 12
clbap ’

Exercice 8 () Soit f une fonction continue sur [0, 1], non nulle & valeurs réelles positives. Pour P et @) polynémes donnés,
on pose ®(P, Q) = fo Q(t) dt.

1. Montrer que ® est un produit scalaire sur R[X].
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2. Montrer qu'il existe une base orthonormale (P, ),en pour @ telle que, pour tout entier naturel n, deg(P,,) =

s

3. Soit (P,,)nen une telle base. Montrer que chaque polynéme P,, n € N*, a n racines réelles simples.
Exercice 9 (Polynomes de Legendre) Soit £ = R[X]. On munit F du produit scalaire P|Q = fil P(t)Q(t) dt.

1. Pour n € N, on pose L, = ((X? — 1)”)(n).

(a) Montrer que la famille (L,,),ecn est une base orthogonale de 'espace préhilbertien (E, | ).

(b) Déterminer ||L,|| pour n € N.

2. Déterminer I'orthonormalisée de SCHMIDT de la base canonique de F.

Exercice 10 (Polynémes de Tchebychev) Soit E = R[X]. Pour (P,Q) € E?, on pose p(P,Q) = f 1 P(tl)Qtz dt. Pour

n € N, on note T;, le n-éme polynéme de TCHEBYCHEV de premiére espéce c’est-a-dire I'unique polyndme tel que V0 € R,
T, (cos @) = cos(nd).
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
2. (a) Montrer que (T, )nen est une base orthogonale de l'espace préhilbertien (E, ).
(b) Pour n € N, déterminer ||T},]|.

Exercice 11 ( Polynémes d’interpolation de Lagrange) Soient ag,..., a, 7 + 1 nombres complexes deux a deux dis-
tincts et bo,..., b, n + 1 nombres complexes.

Montrer qu’il existe une unique famille de n 4+ 1 polynomes a coefficients complexes de degré n exactement vérifiant
V(i,7) € [0,n], Li(a;j) =1sii=j et 0 sinon.

Montrer que la famille (L;)o<i<n est une base de C,,[X].

Montrer qu’il existe un unique polynoéme P de degré inférieur ou égal a n vérifiant Vi € [0,n], P(a;) = b;. Expliciter P
puis déterminer tous les polynémes vérifiant les égalités précédentes.

Exercice 12 () Soit £ = R[X]. Pour (P,Q) € E?, on pose p(P,Q) = f0+oo Pt)Q(t)e™t dt. Pour n € N, on pose
by, = (X"e X)MeX,

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur F.

2. (a) Pour n € N, préciser les coefficients de h,,. Montrer que la famille (h,,)nen est une base de E.
(b) Montrer que la famille (h,)nen est une base orthogonale de I'espace préhilbertien (E, ¢).
(¢) Pour n € N, déterminer ||h,||. En déduire une base orthonormée de Iespace préhilbertien (E, p).

Exercice 13 () Soient E un espace euclidien, p, ¢ deux projecteurs orthogonaux de E.

1. Rappeler la définition des projecteurs orthogonaux, ainsi que l'inégalité de Bessel.

2. Montrer que le polynome caractéristique de u = p + ¢ est scindé sur R[X].

3. Montrer que les valeurs propres de u appartiennent & [0, 2].

4. Déterminer Ker(u) et Ker(u — 21d).

Exercice 14 () Soit n € N* et E = R,,[X], on définit (.|.) sur E par :

1
M(PQ) € B (PIO) = [ £Pat
0
On définit aussi I’application u par :
VP e E,u(P)=X(1-X)P"+ (3—-4X)P'.
1. Justifier que (.|.) est un produit scalaire sur F et que u est un endomorphisme de E.

2. Montrer que u est endomorphisme symétrique dans ’espace euclidien (E, (|))

3. Déterminer les valeurs propres de u.
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4. Pour k € [0,n], posons Qr = X**+2(1 — X)* montrer qu'il existe P, € E tel que Q,(Ck) = X2P,.
En justifiant d’abord que X (1 — X)Q}, = (k4 2 — 2(k + 1)X)Qx, établir que P}, est un vecteur propre de u. Que
peut-on dire de la famille (P, -+, P,) ?

“+oo
Exercice 15 Prouver que (P, Q) = / e *P(z)Q (x)dzx est un produit scalaire sur R [X].
0
Exercice 16 Soit (a,), oy € RY. Montrer (P, Q) — Z P ™ (a,) est un produit scalaire sur R [X].
1
Exercice 17 On munit R [X] du produit scalaire (P, Q) = /P t)dt et on pose Vn € N, U, = (1 — X2) , Ly = ),

1. A Paide d’intégration par parties, montrer que (L, Ly,) = (—1)" <U7(Ln+m), Um> pour tout (n,m) € N2,
2. Prouver que la famille (L), est orthogonale et calculer | L.
Exercice 18 Soit A € 9, (R). Prouver que : a) ker (fA) = (Im (A))", b) Im (*A) = (ker (4))".
Exercice 19 Soit A € M, (R). On munit M, ; (R) de son produit scalaire canonique.
1. Soit X € M, 1 (R). Justifier que [|[AX|*> = (FAAX, X).
2. Prouver que ker (*AA) = ker (4) . En déduire que Im (AA) =Im (*A) .
Exercice 20 Soient (F, (,)) un espace vectoriel euclidien et u € L (F) tel que : Ve € E, (u(z),z) =

1. Montrer que V (z,y) € E2, (u(z),y) + (z,u (y)) = 0 puis que Im(u) = (ker(u))*.

2. Soit v = Ujpm(y). Démontrer que v est un automorphisme de Im (u). Justifier que sa matrice A dans n’importe quelle
base orthonormée est antisymétrique. En considérant det (A), prouver que rg (u) est pair.

Exercice 21 On munit M, (R) du produit scalaire (4, B) = Tr (*AB). On pose S, (R) = {M € M,, (R) / ‘M = M} et
A, Ry ={MeMm,R) |/ 'M=-M}.

1. Que vaut dim (S,, (R)) ? dim (A, (R)) ? Prouver que (S, (R))" = A, (R).
2. Soit M € M, (R). Expliciter le projeté orthogonal de M sur S, (R). En déduire la distance de M a A, (R).

1
Exercice 22 Soit E = C?([0,1],R). On pose (f, g) / f(@t)g' (t))dt.
0

1. Montrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur F.
2.8t V={feE |/ fO=f(1)=0etW={fecE, | f'=/f}
Justifier que W+ =V puis, pour f € E, donner l’expression du projeté orthogonal de f sur W (resp. sur V).

Exercice 23 Ecrire la matrice dans la base canonique de R? du projecteur orthogonal sur le plan d’équation x +y + z = 0.
Expliciter une base orthogonale de ce plan.

Exercice 24 Soit W = (w1, ...,w,) € R™\ {(0,...,0)} et H = {(xl, vy Tp) €R™, Zwkxk = O}

1. Soit = € R™. Expliciter le projeté orthogonal de x sur H+ et le projeté orthogonal de x sur H.

2. En passant au matrice la relation de la question 1, montrer que la matrice de la projection orthogonale sur H= (resp.
tWw twWw
H) est ——— (resp. I, — ———).
) ost gy (resp- In = )
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400
Exercice 25 On munit R [X] du produit scalaire (P, Q) anqn o” P = anX” Q= anX". On pose H =
n=0
{PeR[X], P(1)=1}.Déterminer H'. A-t-on H @ H+ = R[X] ? H= (Hl)
Exercice 26 On munit R4 [X] du produit scalaire (P, Q) = /PQ.
1. Donner une base orthogonale de (R [X])" puis une base orthogonale de Rs [X].
2. Expliciter le projeté orthogonal de X4 sur (Rs [X])™ (resp. Rs [X]).
1
3. Déterminer les P € Ry[X], unitaires, tels que [ (P(t))? dt soit minimale.
~1
1
Exercice 27 Calculer mf 2/ (tIn(t) — at? — bt)?dt.
b)€R:
0
1
Exercice 28 Soit n € N\ {0,1}, fixé, on pose A,, = inf  [(1—xzt—-- — 2,t")%dt. On munit R,, [X] du produit

(z1,.,xn)ER™
1

scalaire (P, Q) = /PQ.

0

(X-1-(X—n) < by
(X+1) - (X+n+1) _k:0X+k+1

1. Justifier I'existence de (bo, .., b,) € R" ™! tel que : et expliciter by.

2. On pose S =) b X*. Vérifier que S € (Vect (X,..,X™))" et que [[S||* = bo (S, 1).
k=0

1

1
3. Démontrer que b—S’ est le projeté orthogonal de 1 sur (Vect (X, ..,X"))L . En déduire que A,, = W
0 n+

Exercice 29 Soit F un espace euclidien de dimension n et p un projecteur non nul de E.

1. On suppose p est un projecteur orthogonal. Prouver que Vz € E, ||p(z)]] < ||z -

2. On suppose que Yz € E, |p(z)| < ||z|. Soient y € ker (p) et z € Im (p) . En considérant x = z + ty, montrer que
Vt€R, 2t(y,z) > 0. En déduire que ker (p) = (Im (p))" . Conclusion ?

Exercice 30 On munit R, [X] du produit scalaire (P, Q) = /PQ et on note u: P+ ((1— X?) P’)/. Etablir que u est un
endomorphisme symétrique de (R,, [X],(,)), donner ses valeurs propres ainsi que la dimension de chaque espace propre et

le degré de chaque vecteur propre.

+oo
Exercice 31 Soient E = R,[X], D: P+ P” —2XP' et V(P,Q) € E?, on pose (P,Q) = / P(t)Q(t)e~" dt. Prouver que
—o0

(,) est un produit scalaire sur E. Montrer que D est un endomorphisme symétrique de R,, [X] et donner ses valeurs propres.

Exercice 32 On munit M, (R) du produit scalaire (X,Y) = Tr (*X.Y). Soient A € S,, (R), on note u : M € M, (R) —
AM + M A. Montrer que u est un endomorphisme symétrique de 9, (R).

Exercice 33 Soit A € M, (R), on note f : M +— AMAT + ATMA. Justifier que f € L£(S, (R)). Prouver que f est
diagonalisable. Indication : Montrer que f est symétrique pour un produit scalaire convenable.
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Exercice 34 Soit M = . Sans aucun calcul, montrer qu'il existe (o, 3) € R? et (M, N) € (9, (]R))2 tels que

= o= =
[ R R
o o

==

1 1
Yn e N*, A" = oM + 8" N. Justifier que M et N sont des projecteurs.

-2 1 1 1 1 -1
Exercice 35 Soient A= 1 -2 1 et B=1|( 1 1 -1
1 1 -2 -1 -1 3

1. Montrer qu'il existe P,Q € GL3(R) telle que *PAP et 'QBQ soient diagonales.
2. Expliciter une telle matrice P et une telle matrice ). Peut-on choisir P = Q ?

3 1 -1
Exercice 36 Soient A= 1 3 —1] et Xy="(-1,0,1).0n pose X} =
-1 -1 5

Ak X,
| A* Xoll”

1. Expliciter une matrice orthogonale P telle que ! PAP soit diagonale. On note D = *PAP.

2. On pose Vk € N, Y, = 'PX,. Justifier que Vk € N, HAkXOH = ||Y%|| puis exprimer Y} en fonction de D, k et Y.

3. Montrer que la suite (X}), converge vers un vecteur propre de A et préciser la valeur propre correspondante.
Exercice 37 Soit (E, {,)) un espace euclidien, (a,b) € E? une famille libre et f : x € E ~ (z,b) a + (z,a) b.

1. Montrer que f est symétrique et expliciter ker (f). Quelle valeur propre de f en déduit-on ?

2. Justifier que g = f|vect(a,p) €st un endomorphisme et déterminer ses valeurs propres.

3. Donner les valeurs propres de f ainsi que la dimension de chaque espace propre.

Exercice 38 Soit A € S, (R)\ {0} . Montrer que Tr (4?) # 0 et que (Tr(A))? < rg(A4) Tr (4?) .

1
Exercice 39 Soit A € S,, (R) telle que Sp (4) C R,. Montrer que (det (4))'/™ < — tr(A).
n

Exercice 40 Soit A € 9, (R). On suppose que ‘AA = A'A et A est nilpotente. Montrer que *AA est une matrice
diagonalisable et nilpotente. En déduire que 'AA = 0,, puis que A = 0,,.

L
Exercice 41 Soient (E, (,)) un espace euclidien et f € S(E). Prouver que E = ker (f) & Im (f).

Exercice 42 Soient (F, (,)) un espace euclidien et (f,g) € (S (E))? tels que Sp (f) C Ry et Sp (9) C R,
1. Prouver que Vx € E, (f(z),z) > 0et que z € ker (f) < (f (z),z) =0.
2. Démontrer que ker (f + g) = ker (f) Nker (g).

Exercice 43 Soit A = (ai7j)1<i_j<” € S, (R) dont les valeurs propres sont Ap, ..., A, sont positives et P = (p; ;) €

O (R) telle que A = Pdiag (A1, ..., \p,) P71

1<i,j<n

1. Justifier que det (4) > 0 et que Vi € {1,..,n}, a;; = 0.

2. Soit (i,7) € {1,....,n}” . Expliciter a; ; en fonction des (Aa)1<acn €t des (Pa,8)1 <o pen -

3. Soit f: R — R convexe. Prouver que Z fla;i;) < Z f (\) . En déduire que det (A) < Ham-.
i=1 i=1

i=1
Exercice 44 Soit M € M,, (R) telles que M*M M = I,,. Montrer que M € GL,, (R)NS,, (R) puis déterminer M.

Exercice 45 Soit A € S, (R).

1. Montrer que I'équation X2 + X = A admet une solution dans S,, (R).

2. Montrer que I’équation X2 = A admet des solutions dans S,, (R) si et seulement si Sp (4) C R.
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3. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A pour que I'équation eX = A admet des solutions dans S, (R).
Exercice 46 Soit A € S, (R). On pose & = min (Sp (A)) et 8 = max (Sp (A4)).

1. Montrer que VX € M, 1 (R), o!XX < ‘XAX < f'XX.

2. Prouver que Sp (4) CRy & VX € M, 1 (R), ‘XAX >0et Sp(A) CRY < VX e M,1 (R)\ {0}, ‘XAX >0.

3. Démontrer que (X,Y) — "X AY est un produit scalaire sur M, 1 (R) si et seulement si Sp (4) C R..

Exercice 47 1. Soit A € S,(R) telle que Sp (4) C R. Montrer qu'il existe M € 9M,,(R) telle que A = *M M.
2. Soit M € M,, (R) . Montrer que ‘MM € S,, (R) et que Sp (*MM) C R..
Exercice 48 Soit A € M, (R) une matrice anti-symétrique.

1. Montrer que A? est diagonalisable dans 9, (R) et que Sp (A%) C R_.
2. On suppose que A est diagonalisable dans 9, (R). Montrer que A = 0,,.

3. Prouver que ker (A?) = ker (4) et démontrer que A est diagonalisable dans 9, (C).

Exercice 49 Soient (E, (,)) un espace euclidien et (u1, .., us) € E™. On pose M = ((us, ;) ¢; j<,, € Mn (R). On fixe une
base orthonormale B de E et on note P = matp (uq, ..., Uy -

1. Etablir que M = *PP. En déduire que det (M) > 0 et que M € GL,, (R) ssi (u1,...,u,) est une famille libre.

2. Prouver que rg (M) = rg (U1, ..., Up) -

Exercice 50 Soient A € S,(R) telle que Sp (A) C RY et B € S, (R). Montrer qu’il existe P € GL,(R) et D une matrice
diagonale telle que A = PP et B = PD'P.

Exercice 51 Déterminer toutes les matrices de 9, (R) qui sont a la fois orthogonales et anti-symétriques.
Exercice 52 Déterminer les matrices A € O,, (R) vérifiant 'A + A = 21,,.

Exercice 53 Soit A € M, (R) telle que A% = tA.

1. On suppose que A € O, (R). Déterminer A.
2. On suppose que A € GL,, (R). Calculer A*. Montrer que A% = I,, puis que 4 € O, (R).

3. On revient au cas général. Prouver que Im (A) = (ker (A))" . En déduire qu'il existe P € O, (R) et r € {0, ....,n} tels
que ‘PAP = diag (B,0,_,) avec B € GL, (R) et B> = !B. Déterminer A.

A+2B

Exercice 54 Soient (4, B) € (O, (R))? avec
0. Qu’en déduit-on sur A et B ?

€ 0, (R). Prouver que ¥(X,Y) € (M1 (R))*, ‘X (*AB—-1,)Y =

Exercice 55 Pour A € M,, (R), on note P4 : M € S, (R) — AM'A. On munit S, (R) du produit scalaire (M, N) =
Tr (MN).

1. Prouver que ®4 € L (S, (R)) et que {,) est un produit scalaire sur S,, (R).
2. On suppose que A € O, (R) . Montrer que ® 4 est une isométrie de S, (R) . En déduire que |det (®4)] = |det (4)[" .

3. Vérifier que V (A4, B) € (M, (R)), ®ap = P40 Dp. En déduire que |det (@ 4)] = |det (4)]" ' si A € S, (R).

Exercice 56 Reconnaitre la transformation géométrique de R® orienté dont la matrice dans la base canonique est a)

L[2 21 (-2 6 -3 5 6 -3
g2 1 2].m-(6 3 2).¢6 10 2
-1 -2 2 -3 2 6 -3 2 13

Exercice 57 Soit A € 9, (R) antisymétrique et B = (I,, + A)(I, — A)~L. Soit X € ker (I,, — A). Montrer que XX = 0.
En déduire que I — A € GL,, (R) et que B € O,, (R).
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Exercice 58 Soit A = (ai;),¢; j<, € On(R). Montrer que < 732, Indication : On pourra utiliser Cauchy-

> i

]

Schwarz.

Exercice 59 Soit E un espace euclidien, a,b € E\ {0}, v € L£(E) défini par u(z) = = — (a,z)b. Donner une condition
nécessaire et suffisante sur (a,b) pour que u soit une isométrie.
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