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Exercice 1.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N définies sur un méme espace probabilisé
(2, A,P).

Pour |t| < 1, on définit les fonctions génératrices de X et de Y respectivement par :
1
1. Gx(t) = —
Gy(t)=2-vV2-t.

2-t
Déterminer le développement en série entiére de la fonction Gx.
Donner le terme d’ordre n € N* du développement en série entiére de la fonction ¢ — (1 + t)1/2.
En déduire le développement en série entiére de la fonction Gy .
Pour tout n € N, calculer P(X =n) et P(Y =n).
Soient S = X +Y et n e N. Déterminer P(S =n).
Les questions suivantes ne sont pas a traiter sujet pour lundi pour les plus courageux

A T e

6. Calculs d’espérances et de variances.

(a) Justifier que la variable aléatoire X + 1 suit une loi géométrique dont on déterminera le parameétre.

(b) En déduire Pespérance et la variance de la variable aléatoire X.

(¢) Déterminer a I'aide de la fonction génératrice Gy lespérance des variables aléatoires Y et Y (Y - 1).

(d) En déduire la variance de la variable aléatoire Y.
)

(e) Déterminer 'espérance et la variance de la variable aléatoire S.

Probléme
Notations
IR, [X] désigne I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n & coeflicients réels.
1=
(H;)jenv désigne la famille de polynomes définie par Hy =1 et, pour tout j € IN*, H; = = H(X -1).
J* =0

Pour (k,n) € IN?, on note (Z) le coefficient binomial k parmi n. On note (8) =1let (Z) =0sik>n.

[a,b] désigne 'ensemble des entiers compris entre a et b. Ainsi [a,b] = {n € Z|a <n < b}
Préliminaire
Pour k € IN,donner un équivalent quand n tend vers +oo de (Z) . Montrer que la série entiére Z (n)x”

k
n20
admet 1 pour rayon de convergence et que, pour tout x €] —1,1],

:g (Z)xn } (1_:C:)k+1 (L1)

1 Probabilités

Dans cette premiére partie, toutes les variables aléatoires considérées sont des variables aléatoires discrétes
définies sur un méme espace probabilisé (2, A, IP).
La lettre p désigne un nombre réel de I'intervalle 0, 1[.

1.1 Un conditionnement

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN* suivant la loi géométrique de paramétre p :
Vne N*, P(X=n)=p(1-p)" "

Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans IN telle que, pour tout n € IN*, la loi conditionnelle de Y sachant
[X =n] est la loi de Poisson de paramétre n :

k

VneN*, Yke N, P(Y:k|X=n):e*"%.
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Q 1. Déterminer la loi conjointe de X et Y.

Q 2. Calculer P(Y =0) et déterminer pour tout k € IN* une expression de IP(Y = k) & I'aide d’une somme
infinie que l'on ne cherchera pas & déterminer pour l'instant. Le calcul explicite est ’objet de la partie
suivante.

+00

Q 3. Vérifier que 'on a bien Y. IP(Y = k) =1.

k=0

Q 4. A l'aide des propriétés des familles sommables, montrer que Y admet une espérance finie et calculer cette
espérance.

On trouve E(Y) = 1
p

1.2 Pile ou face infini

On considére la répétition infinie du lancer d’une piéce dont la probabilité de « faire pile » est p. Pour modé-
liser cette expérience, on admet que l'on peut définir une suite (X,,)nen+ de variables aléatoires indépendantes
de méme loi de Bernoulli de paramétre p. Pour tout n € IN*, [X,, = 1] désigne I’événement « le n-iéme lancer
donne pile » et [X,, = 0] désigne 1’événement « le n-iéme lancer donne face ».

Par ailleurs, pour tout n € IN*, on définit A,, et B,, par

— A, : « alissue des 2n premiers lancers, il y a autant de piles que de faces » ;

— B, : « al'issue des 2n premiers lancers, il y a pour la premiére fois autant de piles que de faces ».

Par exemple si les six premiers lancers donnent dans l'ordre (face, face, pile, pile, face, pile), A; n’est pas réalisé
mais A, et Az le sont, By est réalisé mais By et B3z ne le sont pas.

Enfin on définit C, « au bout d’un certain nombre (non nul) de lancers, il y a autant de piles que de faces ».
On admet que, pour tout n € IN*, A, et B, sont des événements, et que C est un événement.

Q 5. Soit n e IN*. Exprimer A,, & l'aide de la variable aléatoire X; + ...+ Xo, et en déduire IP(A4,,).

Q 6. Montrer que les événements (B,,)nen+ sont incompatibles.

+o00
Q 7. Montrer que C est un événement et que IP(C) = Y IP(B,).

n=1
n
Q 8. On pose A = Q. Montrer que, pour tout n e IN*, IP(A,) = Z P(By)IP(A,—k)-
k=1
Q 9. A I'aide, notamment de la formule du préliminaire, montrer par récurrence, pour tout n € IN*,

2n — 2)(])(1 _p))n.

P(B.) = %(n—l

Q 10. Montrer que P(C) = Jio %(271)(1)(1 —p))nﬂ.

n=0 n
L’objectif des questions suivantes est de calculer certaines des sommes obtenues dans la premiére partie.

2 Utilisation d’une famille de polynémes

+o0
Pour tout k € IN, on note fj, : x+— > nFa".
n=0

Q 11. Montrer que, pour tout k € IN, f, est définie sur | - 1,1].
Q 12. Soit k € IN. Montrer que (Hy, . . ., Hy,) est une base de IR[ X ] et qu’il existe une unique famille (a, o, - . . , ok k)
k
dans R¥*! telle que X* = > o Hj.
j=0
Q 13. Pour k € IV, donner les valeurs de ax o et ag k.

-1
Q 14. Pour tout (j,k) € IN? tel que 1< j <k, montrer que a, j = j* — > (‘?)ak,i.
i=0 \?

Q 15. Montrer que, pour tout k € IV, il existe un unique polynéme réel Py tel que, pour tout x €] - 1,11,

P
fe(z) = (1_]2(5;1 et que ce polynome vérifie la relation

k . .
Pp=> ap; X7 (1-X)k7
3=0
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Q 16. Exprimer fi,1 a l'aide de f; puis montrer que, pour tout k € IV, Pyyy = X(1 - X)P{ + (k+1)X Py.
Q 17. Calculer explicitement P et Ps.

Q 18. Déterminer, pour tout k € IV, le degré de Py ainsi que son coefficient dominant.

3 Une derniére formule

. . . . 2n
On s’intéresse dans cette sous-partie a la série entiére Z ( )x" dont on note R le rayon de convergence.
n>0 \ T
., . = 2n\ , 1
Q 19. Déterminer R et montrer que, pour tout z € ] - R, R[, > " = —
n=0\ "1 — 4T

Q 20. Montrer que, pour tout x € | - R, R[ ~ {0},

Ji"(?n) " 1-V1-4x (1.2)
Z\n/n+1 2z ’ '
Q 21. En déduire que, pour tout z € ] - R, R[ ~ {0},
S (2k)(2n—2k)xn_i L
S k+1\E )\ n-k S22 \V1-4z '
Q 22. Montrer que, pour tout n € IN,
L 2n -2 1/2n+2
()0 )20 1)
o k+INE/\ n-k 2\n+1

4  Retour sur les calculs rencontrés en partie I

Q 23. On avait trouvé une expression & I’aide d’une somme infinie de IP(Y = k).
Montrer que :

P =k) = (1—pp)k!fk(1;p)

ou fj est la fonction introduite au début de la partie sur les polynomes.

1
Q 24. On considére p # 1 montrer que
P(C)=1-+/1-4p(1-p).
. 1
Q 25. A l'aide, entre autre du théoréme radial, montrer que si p = 3 alors

P(C) =1.



