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1 pour mardi

On désigne par E un espace vectoriel euclidien de dimension n € N*. Soit B = (ey, ..., e,) une base orthonormée
de E.
1°) Soit f un endomorphisme de E.

n

a) Exprimer le réel Z £ (ex)||” & laide de la matrice de f dans la base B.
k=1

n
b) En déduire que le réel Z 1 (ex)||* est indépendant du choix de la base orthonormée B = (e1, ea, . . ., e,) de

k=1
E.

On notera alors

T(f) S f (en) 2
k=1

2° ) Soit f un endomorphisme de E.

a) Montrer que si f possede une valeur propre réelle \, alors T(f) > 2.

b) En déduire que si (e, ea,...,€,) est une base orthonormée de E et que si (uy,us, ..., u,) est une famille de
n

vecteurs de E vérifiant Z lex — ug||® < 1, alors cette famille est une base de E.

k=1

2 Pour mercredi

Soit un entier naturel n > 2. On se place dans R" que I’on munit de son produit scalaire canonique. On note
(e1,...,en) la base canonique de R™. Lorsque F est un sous-espace vectoriel de R", on pose

0(F) = max d(e; F)

i€[1,n]

1° ) Montrer que ’ensemble

G:{(‘rh“wxn)eRn|‘T1+"'+xn:0}

est un sous-espace vectoriel de R™. Calculer dim(G) et §(G).
2° ) On suppose dans cette question que F est un sous-espace vectoriel de R”™ de dimension k.
a) Montrer que

> d(ei, F)) =n—k.
=1

In—k : L
b) Montrer que l'on a §(F) = si et seulement si tous les vecteurs eq, ..., e, sont équidistants de F.
n
c¢) On définit sur R"™ 1'application ¢ par

V(z1,xe,...,2,) ER", (1,22, ,2pn) = (Tn, 1, .., Tn_1).

n—=k
—

On suppose que F est stable par ¢. Montrer que §(F) =

3 Pour jeudi

1. Soit A une matrice carrée réelle de format n et S ="AA. Montrer que S € S,/ (R).

2. Réciproquement, montrer que pour toute matrice S symétrique positive, il existe une matrice A carrée
réelle de format n telle que S = *AA. A-t-on 'unicité de A ?

3. Montrer que S est définie positive si et seulement si A est inversible.
4. Montrer que rg(A) = rg(5).

5. (Racine carrée d’une matrice symétrique positive) Soit S une matrice symétrique positive.

Montrer qu’il existe une et une seule matrice R symétrique positive telle que R? = S.
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4  Pour Vendredi

endormorphismes qui commutent avec leur adjoint Soit u € L(F) tel que uou®™ = u* ou. Soit A €Sp(u)
et E) le sous-espace propre associé.

la) Rappeler pourquoi E) est stable par u*.

1b) On note v et w les restrictions de u et v & F. Montrer que :

Vo € Fx,Yy € Fx, (Mdp(z),y) = (z,w(y)).

En déduire, a I'aide de la caractérisation de 'adjoint que w* = Al dp donc que

Ex(u) C Ex(u”).

1c) Conclure que u et u* ont les méme sous espaces propres.
2) Montrer que les sous-espaces propres de u sont orthogonaux.

5 Pour Samedi

exo 1 Existence et unicité d’une racine carrée

Soit u € ST(E)

1) Montrer qu'il existe v € ST(E), tel que v* = u.

2) Etablir I'unicité d’un tel que v. On pourra, apres avoir justifié son existence, considérer les restriction de v
a chaque sous-espace propre de u.

exo02 Une inégalité

Soit u € STT(E). Montrer que pour tout z € E :

l|z||* << u(z),r ><u '(z),z > .

On pourra considérer pour tout A € R;

< (u(z + M),z + " (z) > .

6 Pour Dimanche

endomorphismes antisymétriques bijectifs Soit f un endormorphisme de E tel que f* = —f.

1) Ecrire 'égalité vérifiée pour tout = € E y € E que l'on déduit de f* = —f.

2) Montrer que pour tout « € F, x et f(x) sont orthogonaux. En déduire les valeurs propres réelles possibles
de f.

3) Montrer que s = f o f est symétrique.

4) On suppose maintenant que f est bijective.

Soit A une valeur propre de s et x un vecteur propre associé. Montrer que

(s(x) [ 2) = Allz|* = —||f (=)I]*.

En déduire que A < 0.
5) On considére toujours z vecteur propre de s pour \.
Montrer que les espaces F' =Vect(z, f(x)) et F' L sont stables par f et que endomorphisme induit par f sur F

a une matrice de la forme
0 —b .
<b 0 ) oub > 0.

dans une base orthonormale bien choisie. On précisera la valeur de b en fonction de A.
6) Conclure que la dimension de E est paire.
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