MP1 MALHERBE 2024-2025

Correction du devoir d’été

Probléeme

Partie I- Etude de quelques exemples

1. Comme N2=0et N #0,

f est nilpotente d’indice 2 ‘ Lerangde f est 2, car les deux premiéres colonnes de N sont

nulles, et les deux derniéres sont indépendantes.

2. (a) Soit x € Im(u). Il existe donc a € R* tel que x = u(a).
Ainsi, u(x) = u?(a) = 0. On a donc prouvé que Im(u) < Ker(u).

Or, comme R* est de dimension finie, on peut appliquer le théoréme du rang :
dim (R*) = dim (Ker()) + dim (Im(w)).

Avec rg(u) = 2, on obtient dim (Im(u)) = dim (Ker(u)) = 2.

On en déduit ’ Im(u) = Ker(u) ‘

(b) Considérons une base (kj, k») de Ker(u). Comme Im(u) = Ker(uw), il existe deux vecteurs a; et a, de R* tels
que k1 = u(ay) et kp = u(ay).

Montrons d’abord que la famille % = (ki, k2, a1, a») est libre. Soient a1, a2, B1, B2 quatre scalaires tels que :
a1k1+a2k2+/31a1+,62a2:0 ().

En appliquant u qui est linéaire, il reste 8;k; + B2ky = 0. Par liberté de (ky, k2), on obtient §; = 2 = 0. En

revenant a (x) et en exploitant une nouvelle fois la liberté de (k;, k»), on obtient a; = a» = 0.

A = (ki, ks, a1, ay) est donc une famille libre de 4 vecteurs de R*. Sachant que dim(R*) = 4, & est une base de

R%.
ulky) ulkx) ulay) ulaz)
ki 0 0 1 0
. . ky | 0 0 0 1
(c) Ecrivons la matrice de u dans cette base % :| Matgz(u) =
a 0 0 0 0
ar 0 0 0 0

d
3. (a) SiP estun polyndme constant, il est évident que A(P) = 0. Supposons d = deg(P) = 1. P s’écrit donc Z apX k
k=0
avec ag #0. Alors :
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(b)

(9]

Par conséquent, deg(A(P)) < d — 1. De plus, le coefficient de X941 dans A(P) est ad(d‘il) =day # 0, ce qui

montre que deg (A(P)) =d —1.

deg(P)—-1 sideg(P)=1

On a donc montré | deg (A(P)) =
—00 sinon

Au bilan, on a montré que si P est constant, alors A(P) = 0, et que si P est non constant, de degré d = 1, alors

deg(A(P)) =d—1# —oo etdonc A(P) #0. Donc| Ker(A) = Ry[X] ‘

D’apres ce qui précede, Im (A) c R,,_»[X]. Or, comme dim (Ker (A)) = 1 et que dim (R;,—1[X]) = n, le théoreme

du rang assure que dim (Im (A)) = n—1 = dim (R,,_»2[X]). Par conséquent,

Im(A) =R, —2[X] |

On a prouvé que, pour tout p € [[1, n— 1]], A (R plX ]) =Rp-1[X]. Par récurrence finie, on a immeédiatement :

Vke [1,n-1],Im(AX) = A¥ (R,_1[X]) = R,,_; ¢ [X] et Im(A") = {0}.

Ainsi A" =0 et A" 1 #0 (car Im (A"~1) = Ro[X] # {0}), et donc’ A est nilpotent d’indice 7 |

Partie II- Relations entre le rang et I'indice de nilpotence

1.

2.

(@

(b)

(@

Raisonnons par I'absurde en supposant qu'’il existe des scalaires ay, ..., @s—; non tous nuls tels que :
s—1
Y aru®(x) = 0.
k=0
s—1
Considérons alors le plus petit entier naturel p € [0,s— 1] tel que a p 7 0. Il reste donc Z a uk (x0) = 0.
k=p

En appliquant u*~177 qui est linéaire, on obtient a,u*"!(xo) + @p+1 U (o) +... + @51 U’ V7P (x) = 0, ie.
—— —_—

=0 =0
apus_l (x0) = 0. Comme u°~ ! (x) # 0, on en déduit ap = 0. Absurde!

La famille (u* (xp))

o<k<s_) estdonclibre |,

La sous-famille (uk(xo))ls k<s_1 €St donc libre. Puisqu’elle est constituée de s — 1 éléments de Im(u), on en
déduit s — 1 <rg(w).
De plus, comme 1’1 (xp) est un vecteur non nul de Ker(u), on en déduit dim (Ker(u)) =1 et par théoréeme du

rang, 1g(u) < n-1.

Onaprouvé|s<rg(u)+1s< n‘

Considérons la restriction de u a Im (uf) :
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m(uf) — E
w: .
X — u(x)
Déja, Ker(w) = Ker(u) N Im (uf) et Im(w) = Im (u**1).
En appliquant le théoreme du rang a w, il vient : dim(Im(u*)) = dim (Ker(w)) + rg(u**!). Comme

dim (Ker(w)) < dim (Ker (1)), on obtient

rg(uk) —dim (Ker(w)) < rg(uk“) A

(b) On a prouvé rg(uf) —rg(u**!) < dim (Ker(w)) pour tout k € [0, s —1].

s-1
On en déduit ) | (rg (uk) -1g (uk“)) < sdim (Ker(w)). Par simplification en cascade :
k=0

s—1

> (rg(uk) —rg(uk“)) =1g(u°) -rg(u®) = rg(1d) —rg(0) = n.

k=0

Avec le théoréme du rang, dim (Ker(u)) = n—rg(u), etdonc n < s(n—rg(w)). or, d’apres 1(b), n—rg(u) > 0, et

donc:

3. On aprouvé dans les questions 1(b) et 2(b) :

(@) o

(b) o

—— <
n-—rg(u)

n

n-—rg(u)

<sssrg(u)+1lsn

Commencons par supposer s = n. (x) impose alors n <rg(u)+1<n,i.e. rg(u)=n-1.

(%).

Si on suppose maintenant rg(u) = n—1, (%) impose n < s < netdonc s = n.

Supposons dim(E) = n = 3. Toujours avec (x),

3

<ssrg(u)+1.

—1g(u)

Il suffit alors de distinguer tous les cas possibles pour rg(u) :

> sirg(u)=0,i.e.u=0,alors s=1.

3
> Sirg(u) = 1,alors§ ss<2etdoncs=2.

> Sirg(u)=2,alors3 < s<3etdoncs=3.

Danstouslescas,|s=rg(u)+1|

Reprenons I'exemple de la premiére question : f est nilpotent et vérifie rg(f) = s = 2.

3/8



MP1 MALHERBE 2024-2025

Partie III- Commutant d’'un endomorphisme nilpotent de rang n — 1

1. o

% (f) est un sous-espace vectoriel de .Z (E) ‘ en tant que noyau de I'application linéaire

ZL((E) — LB
g — [fog—geof

Si g, g’ sont deux éléments de % (f), alors gog'o f=gofog' = fogog'etdonc|gog €€ (f) |

2. (a) Comme rg(u) = n—1, la question II3(a) assure que s(f) = n. D’aprés la question II1(a), il existe xy € E tel
que la famille (xo, u(xg),..., u" ! (xo)) soit libre. Cette famille étant constituée de n vecteurs de E qui est de
dimension 7, elle est une base de E.

(b) e Siv=w,onaévidemment v(xy) = w(xp).
¢ Réciproquement, supposons v(xp) = w(xp).
Pour tout k € [0, 7 — 1], on note & I'assertion « v (u¥(xo)) = w (u*(x0)) ».
Comme u° = Idg, 'assertion &, est vraie.
Supposons I'assertion & vraie pour un k € [0, n — 2]. Alors u (v (uk(xo))) =u(w (uk(x()))).

Comme uov=rvouetuow=wou, il vient v(uk+1(x0)) = w(uk+1(x0)).

Par récurrence finie, il vient donc|Vk e [0,n—1], v (uk(xo)) =w (uk(xo)) .

v et w sont deux endomorphismes de E qui coincident sur la base (xo, u(xg),..., u”’l(xo)) de E : ainsi

V=W

(c) Idg et u appartiennent a € (u) qui est stable par composition. On en déduit donc que u* € € (u) pour tout

keN, puis que w = ag.Idg + ay.u+...+ a,_1.u" ' € € (u).

Vu que v(xg)) = w(xp), la question précédente montre que | v = ag Idg+aj.u+...+ (xn_l.u”_l .

(d)  Onavudansla question précédente les deux inclusions Vect (Idg, u, ..., u”‘l) c b (u) et

¢ (u) < Vect (Idg, u, ..., u™ ).
e Soient Ag,...,A,,_1 des scalaires tels que Ag.Idg + A1.u+...+ A,_.u" 1 = 0. On a donc en particulier :
Ao.xo+ A1.u(xg) +...+ )Ln_l.u”_l(xg) =0g.

La famille (xo, u(xo), ..., u" ! (xo)) étant libre, on en déduit Ay =1 =...=A,_; =0.

(Id U U, ..., u”_l) est une famille libre, et est finalement une base de € (u) |.

3. D’apres la question I3., A vérifie les hypotheéses de la question III2. : A est un endomorphisme nilpotent de rang
n—1 d’'un espace vectoriel de dimension 7. De plus, 'endomorphisme D commute avec A : en effet, pour tout

P € Rn—l [X];

A(D(P))=D(AP)=P'(X+1)-P'(X).

n—-1
D’apreés le résultat de 1112, il existe des réels ag, a,...,a,—1 tels que D = Z (xkAk .
k=0
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Supposons maintenant n = 3 : il existe 3 réels a, b, ¢ tels que D = aldg + bA + cA2.
Comme D(1) = A(1) = A%(1) = 0, on a immédiatement a = 0.
Avec D(X) =1, A(X) =1 et A%(X) =0, on obtient b = 1.

1
Avec D(X?)=2X,A(X?)=2X+1etA*(X?)=2,0nac= -5

1
Finalement,| D = A - EAZ .

Z(RY — A®
4. En notant % la base canonique de R?*, 'application 6 : est un isomorphisme de % (f)
u —  Matg(u)

vers ¢ (N) = {M € .4, (R)INM = MN}.

B
) € /4 (R), on

En considérant une matrice décomposée par blocs carrés de taille 2 sous la forme N = (
C D

0 A C D A=D
MN=NM & = =3
0 C 0 0 C=0

% (N) est donc I'’ensemble des matrices de la forme

obtient :

a c e g
b d f h
0 0 a c
0 0 b d

ot a,b,c,d,e, f,g hsont8 scalaires quelconques. On en déduit | dim (¢'(f)) = 8|.

Comme s(f) =2, Vect (Idg, f, ..., f5071) = Vect (Idg, f) est de dimension 2 (car (Idg, f) est libre).

Par conséquent, f ne vérifie pas le résultat de III2. :

Vect (IdE,f,...,fS(f)_l) a0l

Conclusion : sans ’hypothése « u nilpotent de rang n — 1 », le résultat de la question I112(d) n’est plus forcément

vrai.
Partie IV

01
1. (a) Considérons les endomorphismes de R? canoniquement associés a respectivement Ej » = ( ) et
0 0

00
By = ( ) f et g sont bien nilpotents car f2 = g2 = 0. Par contre, comme f + g est canoniquement associé
10

0 1
a ( ), ona (f+g)* =Id et par conséquent :
1 0

VpeN,(f+g) =1d#0 et (f+g)"* =f+g#o.
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’ [+ g n’est donc pas nilpotent ‘

(b) Comme fog=go f,laformule du binébme assure que:

e [

k=0

)fkogZS—l—k.

Soit k € [[0,2s—1]. Si k = s, alors fk =0,etsik<s—1,alors2s—1-— k= ketdonc gzs—l_k =0; dans les deux cas,

frog® 1=k =g, etdonc|(f+g)* ' =0|

2. (a) Nous allons construire une application linéaire f convenable en donnant son action sur une base bien choisie
de E.
Comme a et b sont des endomorphismes non nuls, il existe deux vecteurs xg, x; de E tels que b (xg) # 0 et
a(x;) # 0. Par théoreme de la base incompléete, on peut compléter la famille libre (b(xp)) en une base
(b(xp),eo,...,e,) de E.
Par théoreme, il existe un et un seul endomorphisme f de E qui envoie la base (b(xp), e, ..., e,) sur la famille

(x1,0,...,0).

Remarquons alors que (ao fob) (xg) = a(x1) # 0, ce qui montre que| ao fob#0|.

(b) y estbien linéaire car :

V(f,8) € Z (B V(a,p) Ry (af +Bg)=ay(f) +Py(Q).

P ZL(E) — Z(E
De plus, pour tout k € N, y* est 'application .

v — ukov

En particulier, y* =0 et y*~! #0 car y*~! (Idg) = u*~! £0.

¥ est un endomorphisme nilpotent d’indice s. On montre de méme le méme résultat pour 4 |.

(c) Notons que y et 6 commutent :
Ve Z(E),yod(f)=doy(f)=uofou.

Vu que ® =y -6 et que y,—6 ont le méme indice de nilpotence s, la question IV1.(b) assure que .

Nous allons maintenant établir que ®*$~2 n’est pas I'endomorphisme nul, ce qui assurera que| s(®) =2s—1 |.
En procédant comme a la question IV1.(b) avec la formule du bin6me :

252
22 — SZ 2s-2
k

) (_1)23—2—k,)/k ° 625—2—k.
k=0

Soit k € [[0,2s —2]. Remarquons que si k = s, alors y* =0, et que si k < s -2, alors §2°727% = 0. Il reste donc :
2572 = (B (—Slyslo gt ie Vve Z(E), @ 2() = (3D tuslovous
Or, d’apres la question IV2.(a), comme u*~! n’est pas 'endomorphisme nul, il existe f € . (E) tel que

u*lo fous~! #0, ce qui montre que ®*~2(f) £ 0.
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Exercice : calcul de I'intégrale de Gauss

x!

1. « Soient x,x’ deux réels tels que 0 < x < x". D’apres la relation de Chasles, ¢ (x) — ¢(x) = / e " dt.
X

Commex<x' ete >0 pour tout 7 € [x,x'], ona ¢(x) — p(x) = 0. ’ @ est donc croissante ‘

t

. . N o1 PR sz . 2 .
o Une autre solution consiste a utiliser le théoreme fondamental de I'intégration : comme ¢ — e~ est continue sur

X
R* etque 0 e R, la fonctiomp:x-—»f e " dtest C! surR* et:
0
VXeRY, @' (x)=e ™ =0.

. e
e Remarquons que pour toutréel t>1,onat< t>etdonce " <e '

On en déduit que pour toutréel x=1:

1 2 x 2
p(x) =f e !t dt+[ e Udt
0 1

1 5 X 1 5 1
sf e ! dt+f e‘tdt:f e Udt+el-e™
0, 1 0

g2 _
sfe’dt+e1
0

indépendant de x

1
_ 12 _ . 2
@ étant croissante, I'inégalité ¢(x) < f e~ dt+ e ! reste valable pour x € [0, 1]. | ¢ est donc majorée|.
0

2. (a) Comme ¢ — e % est continue sur R* et que 0 € R, le théoreme fondamental de 'intégration assure que la

X
2
fonctiomp:xﬁf e "drest Cl surR" et:
0

xZ

VxeR", ¢ (x)=e”

(b) La fonction x — v/x est de classe C Lsur R} et a valeurs dans R*. Par composition de fonctions C 1 YestC L sur

RY et:

1 e *

Vx>mew=57§¢%¢ﬂ=2¢}.

w est continue en 0 par composition de fonctions continues, et lirg+ ' (x) = +oo. Le théoreme de la limite de la
X—

x)—y(0
dérivée assure alors que lim ¥y ~v(0) =400
-0t x-0

’ w n'est donc pas dérivable en 0 | et son graphe admet a I'origine une demi-tangente verticale.

dt = [arctan(t)] = % .

1
3. (a) f(o)zfolﬂ2

(b) Soit un réel x = 0. Remarquons que pour tout réel ¢ € [0, x] :

e—x(1+t2) ~ X e—xt2< e X
1+2  1+1¢2 T+
On en déduit :
1 i1
0< xse‘xf det==e*
f» o 1+12 4

Par théoréme des gendarmes, on en déduit 11111 fx)=0]|
X—+00
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R* — R

(¢c) i. Fixons t€[0,1].Lafonction u: est de classe C2.

_ 2
¥ = X0+

De plus, pour tout x € R*, v (x) = (1+ t2)2 e=*(1+7) ot donc | (x)| = u" (%) <4.

Ainsi, I'inégalité de Taylor-Lagrange :
Yx =0, |u(x) - ulxo) — u' (xo) (x — xo)| <

assure que :

(x — x0)?

sup |u"(y)|
2 YE[xp,xX]

vxeR*,

2 2 2
eX ) — gm0 4 (30} (1 + 9)e 0| < 20— x0)? |

ii. Soit x € R*. Remarquons que :

1 , 1e—x(1+t2) 1o
f(x)—f(xo)+(x—xo)f e+ 4y :[ —dt—f
0 0 0

1+ ¢2

—xo(1+1%)

1

2

—zdt+(x—xo)f e M) gy
1+1¢ 0

dz.

—fl e ¥+ _ o= X041 4 (5 x0)(1 + £2) e 21+
0

On en déduit par inégalité triangulaire :

~x(142) _ pmx(+ ) 4 (x — xo) (1 + tZ)e—x0(1+t2)‘

1+ 12

dt.

s\[
0

1 2
J(0) = fx0) + (x—xo)f e 00+ 44
0

or, d’apres la question précédente :

1+ ¢2

’e—x(1+t2) — e 00+ 4 (x _ x) (1 + 2) e 00+ ) (x— xo?
Vte[0,1], <2
1+ 2 1+ 12
etdonc:
1 1 (x—x)? i1
‘f(x)—f(xo)+(x—xo)f e g <o [ ETX0 g T 2]
0 o 1412 2

iii. Soit x € R* \ {xp}. En divisant par |x — x| > 0 dans I'inégalité précédente, on obtient :

fx) = fxo) +fle—xo(1+t2)dt
0

X — X0

et par domination :

/1
< —|x— xpl

lim —f(x) —f(x0) = —fl oMo+ 4 |
X—=Xo X— X0 0

(d) Soit x> 0. On sait que:
/ e vE

2V ()Y (x) = ——=
VvxJo

Avec le changement de variable ¢ = /xu, on obtient :

2
e U dt.

-x rl ’ 1 ’
2V WY W =|- %fo Ve ™ dul = —fo eI qu = f(x) |

(e) Lafonction f+ P2 est continue sur R* ( f est dérivable donc continue sur R*, et la continuité de v a été établie en 2.), dérivable

sur R} et de dérivée nulle : elle est donc constante sur R*,

Comme f(0) = % etw(0)=0,ona: Vx>0, f(x)— % e

(f) D’apresla question 3.(b), lim f(x) =0. Par conséquent, lim ¢?(y/x) = T
X—+00 X—+00 4

Comme ¢ ne prend que des valeurs positives ou nulles, on en déduit
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