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Premiere partie

Algébre






Chapitre 1

Algébre linéaire

1.1 Révisions ou pas?

—— D’exercice de base a savoir faire et rédiger

Soit f € L(F) vérifiant :

f2-3f+2ld=0.

a) Montrer que f est inversible et exprimer son inverse a I’aide de f.
b) Montrer que Ker(f — Id) et Ker(f — 2Id) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
de E.

8= A\ L’exercice précédent sera a traiter différemment plus tard.

exercice 1 un changement de bases proposé
Soit E un K espace vectoriel de dimension 3 muni de la base e = (e, €2, €3).

Soit f € L(FE) dont la matrice dans la base e est :
0 1

A=|0 1

-1 1

N O =

On pose €] = e1 + ea,¢5 = e1 +e3 et e = e + e + e3.

a) Montrer que la famille ¢’ = (e}, €}, ¢5) forme une base de E et déterminer la
matrice de f dans cette base.

b) Calculer A™.

exercice 2 autour des projecteurs
Soient p et g deux projecteurs d’'un K-espace vectoriel E vérifiant p o g = 0.
a) Montrer que 7 = p + ¢ — ¢ o p est un projecteur.
b) Déterminer I'image et le noyau de celui-ci.



8 CHAPITRE 1. ALGEBRE LINEAIRE

En dimension infinie c’est pus compliqué

Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel vérifiant f o g = Id.
a) Montrer que Ker(g o f) =Ker(f) et Im(g o f) =Im(g).
b) Montrer que

E =Kerf @ Im(g).

c¢) Dans quel cas peut on conclure que g = f -1
d) Calculer (go f)o(go f) et caractériser go f.

il faut savoir considéerer des restrictions
Remarque si on note f|z la restriction d’une application & un sous espace vectoriel
H, le résultat

Ker(f‘H> =Ker(f)NH

si il est évident je ne suis pas certain qu’il soit au programme.

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(FE). On considere H
un supplémentaire de Ker(f) dans E.

On définit h : H — E la restriction de go f a H.

a) Montrer que

Ker(g o f) = Kerh + Kerf.

b) Observer que

rg(h) > rg(f) — dimKer(g).

c¢) En déduire que

dimKer(g o f) < dimKerg + dimKer f.

Une réciproque d’un résultat du cours
Soient p; ...pg des projecteurs qui vérifient :

prtp2t+---+pp=1Id

On note, pour tout ¢, F; 'image de p; . Montrer que :

( On pourra utiliser la trace )

1.2 exercices de concours

mines telecom

Soient E et F' deux K-espace vectoriel et f € L(E, F)
a) Rappeler la définition de Ker(f) et Im(f).
b) Démontrer que f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.




1.2. EXERCICES DE CONCOURS

Ne)

mines telecom

1) Enoncer le théoréme du rang.

Soient f et g des endomorphismes de ¥ un espace vectoriel de dimension finie.
2) On suppose que g o f = 0. Montrer que rg (f)+ rg(g) > n.

3) On suppose que g + f est bijectif, montrer que rg (f)+ rg(g) > n.

mines telecom

Soit f € L(R?) tel que f o f = 0. montrer que rg(f) < 2.

mines telecom

Soit H un hyperplan de M,,(K) stable par le produit matriciel. On suppose que I,, & H.
1) Donner un supplémentaire de .

2) Montrer que si M? € H alors M € H.

3) Aboutir & une contradiction et conclure.

mines telecom

Soient E et F' deux espaces de dimension finie et u,v € L(E, F).
Montrer que

dim (Ker(u + v)) <dim (Ker(u) ﬂ Ker(v)) + dim <Im(u) ﬂ Im(v)).
On pourra considerer la restriction de u a Ker(u + v)
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Chapitre 2

Réduction des endomorphismes

2.1 Classiques

classique

0 1 0O -~ 0 1
On pose J = o et K = L 0
0 | R
10 --- 0 1 0

1. Calculer J* pour tout k£ € N. Montrer que y 7 = X" —1. Déterminer les éléments propres de
J.
2. Exprimer K en fonction de J.

a ¢ b

3. Montrer que J et K commutent. En déduire que la matrice D(a,b,c) = 2
-
c b a

est diagonalisable dans C. Déterminer ses éléments propres.

original

Soit F un espace vectoriel de dimension n, et v un endomorphisme de FE nilpotent.

1) Montrer que u" = 0.

2)

On suppose que v~ # 0.

a) Montrer qu’il existe une base B de E telle que Matp(u) = A, ou A est la matrice carrée
d’ordre n dont les coefficients de la sous-diagonale sont égaux a 1 et les autres sont nuls.

b) Résoudre I'équation X2 = A.

11



12 CHAPITRE 2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

classique ( minestelecom

Soit f la fonction définie sur Ro[X] par :

fla+bX +cX?)=(2a+c)(1 - X*)+ (a+b+c)X.

1) Montrer que f est un endomorphisme de Ro[X] et écrire sa matrice dans la base canonique.
2) Quelles sont les valeurs propres de A? A est-elle inversible 7

3) Trouver les vecteurs propres de A.
4) Donner le polynéme minimal de A.

mines telecom

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(E) tel que f? est un projecteur.
a) Quelles sont les valeurs propres possibles de f.
b) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si f> = f.

mines telecom

Soit n € N* et une matrice A € M, (C).

A A
On pose B = <On A) € Ma,(C).

/
1) Justifier que pour tout P € C[X], P(B) = <P(A) AP (A)) .

0, P(A)
2a) Enoncer des propriétés polynomiales de diagonalisation de matrices.
2b) On suppose que B est diagonalisable. Montrer que A est diagonalisable, puis que A = 0.

mines telecom

a —b —c —d
b «a d —c

: 2, 12 _
Soit a,b,c,d € C tels que a” + b £ 0 et M = c -d a b
d ¢ =b a

1) Calculer MM7T. En déduire det(M)

2) Si a® 4 b? + ¢ + d? # 0, montrer que rg(M) = 4.

Si a® 4 b? + ¢ + d* = 0, montrer que rg(M) = 2.

3) Soit w € C,w = b% + ¢ + d?. Quelles sont les valeurs propres de M ? La matrice M est-elle
diagonalisable ?

mines telecom

Soit A € S,(R), on note f l'application de My, (R) qui & M associe AM — M A.
1) Démontrer que f est un endomorphisme.
2) Montrer que f est diagonalisable et trouver ses éléments propres.




2.1. CLASSIQUES 13

mines telecom
Soit A une matrice non nulle de M,,(C) et f I'application définie par

F(M) = tr(A)M + tr(M)A.

1) Montrer que f est un endomorphisme de M,,(C).
2) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

| r

mines telecom

Soient u, v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E.
a) Soit A # 0 une valeur propre de u o v, montrer que A est valeur propre de v o u.

X
b) En considérant u(P) = P’ et v(P) = / P(t)dt. endomorphismes de R[X] montrer que le
0

résultat est faux pour A = 0.

mines telecom

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension quelconque. On suppose qu’il
existe un polynoéme annulateur P de f vérifiant :

P(0) =0 P'(0) # 0.

Montrer que 'image et le noyau de f sont supplémentaires.

Soit u € L(FE) 'endomorphisme associé a la matrice A dans la base B = (eq,...,e5), ol
0 000 a
1 0 0 0 b
A=|0 10 0 ¢|eM®
0 01 0 d
0 001°e

avec (a,b,c,d,e) € RS.

1. On suppose dans cette question que a = b = c = d = e = 0. Déterminer y,, et 7.
2. Soit k € {1,2,3,4,5}. Calculer ug(eq).

3. Soit P un polynéme unitaire tel que P(u)(e;) = 0.

a) Montrer que deg(P) > 5.

b) Déterminer un polynéme P tel que deg(P) =5 et P(u)(e1) = 0.

c¢) Déterminer 7.

d) Déterminer y,, par deux méthodes différentes.
4.Onposea=c=e=0,b=—2et d=4. u est-il diagonalisable?




14 CHAPITRE 2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

mines telecom

Soit (z,y,2) € C3 et

x> Ty T2
A= xy y2 Yz

Ttz yz 2°

a) Quel est le rang de A7
b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

2.2  Sujets oraux

ccinp

Soit A € M, (C).
1) Si A est diagonalisable, montrer que A? est diagonalisable.
2) a l’aide de

0 0 1
A= 0
0 0

montrer que la réciproque de la question 1 est fausse.

3) Donner une condition nécéssaire et suffisante sur P, polynéme annulateur de A, pour que A
soit diagonalisable.

4) Si A est inversible et A? diagonalisable, montrer que A est diagonalisable. On pourra d’abord
considerer le cas ou A admet n valeurs propres distinctes.

5) On suppose que A est non inversible et que A et A? sont diagonalisables . Montrer que
ker(A)=Ker(A?).

ccinp

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Montrer I’équivalence des trois
propositions suivantes.

a) E =keru® Imu.

b) Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est de la forme ( (61) Egg ), avec
A inversible.

¢) L’endomorphisme w annule un polynéme de la forme XQ(X), ou @ est un polynéme
n’ayant pas la racine 0.




2.2. SUJETS ORAUX 15

ccinp

0 a ¢
Soit M =1b 0 «c| oua,b,c sont des réels.
b —a 0

a) M est-elle diagonalisable dans 93 (R) .
b) M est-elle diagonalisable dans M3 (C) .

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, u dans £ (E) tel que u® = u.

a) Montrer que u est diagonalisable.

b) Décrire les sous-espaces de E stables par u.

ccinp 2021 6445

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Et soit u € L(E).

a) (a) Siu® =0, montrer que rg(u) < g

n
(b) Soit r € N tel que r < o Donner un endomorphisme u € L(E) tel que u® = 0 et
rg(u) = 2.
b) Soit v € L(FE). On suppose que u et v commutent.
(a) Montrer que si u admet n valeurs propres distinctes, alors u et v admettent une base
commune de diagonalisation.

(b) Montrer que si u et v sont diagonalisables alors u et v admettent une base commune
de diagonalisation.

ccinp

1)
a) Déterminer trois polynémes A, B, C' € Ry[X] tels que :

A(-1)=1,A(0) =0,A(1) = O

B(-1)=0,B(0)=1,B(1) =

C(-1)=0,C(0)=0,C(1) =

b) Montrer que (A, B,C) est une base de Ry[X].

2)

Soit n € N, n > 3. On note v € L(R,[X]) définie par :

VP € R,[X],v(P) = P(—1)A+ P(0)B + P(1)C.

a) Montrer que rg(v) < 3. Qu’en déduit-on sur ker(v) ?

b) Déterminer une base de ker(v).

c¢) Déterminer les valeurs propres de v. L’endomorphisme v est-il diagonalisable ?
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original

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n > 1, u € L(E) et X\ une valeur propre de E
d’ordre de multiplicité m > 1. On pose v = u — Aidg.
a) Montrer qu’il existe un polynéme P tel que :

E = Ker(v™) @ Ker(P(u)) et E =Ker(v™™)® Ker(P(u)).

En déduire que :
Ker(v™) = Ker(v™ ).

b) Montrer que :
E = Ker(v™) @ Im(v™).

2.

On consideére une autre valeur propre X' de u, distincte de A, d’ordre de multiplicité m’. On
pose v\ = u — N idg.

a) Montrer que Ker(v') N Ker(v™) = {0g}.

b) Montrer que Ker(v') C Im(v™).




Chapitre 3

Espaces préhilbertiens et euclidiens

mines telecom

Dans R" euclidien, on considere la sphére :

Sp =A{Z% = (z1,22,...,2,) € R"| ||Z]| = 1}.
Soient 7, § € S, ou T # ¥.
1) Montrer que V¢ € [0,1], ||tZ + (1 — t)y]| < 1.
2) Montrer que Vt €]0, 1], |[tZ + (1 — t)y]| < 1.

mines telecom

On munit £ = C([—l, 1],R) du produit scalaire :

1
(flg)=/_1fg-

Pour tout n € N
on introduit le polyndéme P, défini par

Pala) = (a2~ 1)),

~ onpl dzn

a) Calculer P, (1) et P,(—1).
b) Montrer que P, est de degré n et est orthogonal & tout polynéme de degré inférieur a n.

original

On note E I'ensemble des fonctions f continues sur |0, 1[ telles que ¢ +— (tf(t))? soit intégrable
sur |0, 1].

1
1) Montrer que < f,g >= / t2f(t)g(t)dt définit un produit scalaire sur E.
0
2) On pose fo:t— 1, f1 :t—t et F =Vect(fy, f1). Donner une base orthonormée de F'.
1
3) Déterminer les réels a, b pour lesquels / t*(In(t) — at — b)2dt. soit minimale.
0
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Mines mp

On note E = R, [X] et

+oo
<PQ >:/ P(t)Q(t)edt.
0

a) Justifier Uexistence de < P,Q > et que I'on définit ainsi un produit scalare.

On pose F = {P € E | P(0) = 0}. On cherche & déterminer d(1, F'). On note (Fy, Pi,...,Py)
Porthonormalisée de Schimdt de (1, X,...,X™).

b) Justifier que Py est orthogonal & P}. Calculer < Py, P{ > et en déduire Py (0)2.

¢) Déterminer une base de F- que 'on exprimera dans la base (P, ..., P,. En déduire d(1, F*)
puis d(1, F).

On note E = C'([0,1],R) et

1 1
VigeEE<f.g >=/ fg+/ f'q
0 0
a) Montrer que <, > est une produit scalaire sur E.
b) On pose
V={fecE|f0)=f(1)=0et W ={f€FE]|festdeclasse C®et ' = f}.

Montrer que V' et W sont supplémentaires orthogonaux.
Exprimer la projection orthogonale sur W.
c¢) Soient « et B des réels , on note

Eop{f € E| f(0) = aet f(1) = 8}

Calculer

1
inf /0 2+ (M2

fEEa,ﬁ




Chapitre 4

Endomorphismes particuliers des
espaces euclidiens

divers

On note E = R,[X] muni du produit scalire

1
VP,Q6E<P,Q>=/O PQ

Montrer que la relation

définit un endomorphisme ¢ de I’espace F.
b) Vérifier que ¢ est autoadjoint.
c¢) Calculer la trace de ¢.

divers
Montrer que la matrice

1 1 -2 -2
M = 3 -2 1 =2
=% =2 1

est orthogonale. Calculer det(M). Qu’en déduire sur la nature de M. Déterminer son axe.

Divers

Soient A, B € S;} (R).
a) Montrer que Vi, a;; > 0.
b) Montrer que tr(AB) < tr (A)tr(B).

mines telecom

Soit u un endomorphisme auto-adjoint d’un espace euclidien. Démontrer le résultat du cours :

Ve € E (u(x) | ) > 0 <= Sp(u) C R4

19
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mines telecom

Soit u une isométrie vectorielle d’un espace euclidien E.
a) Que peut on dire des valeurs propres réelles possibles de u ?
b) Montrer que les sous-espaces propres sont orthogonaux.

divers

Soit A = (aij) € On(R)
a) Montrer que

1
— < Max Ja;;| <1
n 1<4,5<n
b) Montrer que
n n
n < lai ;| <nvn
i=1 j=1

Soit A = (ai]’) € OH(R)
a) Montrer que

1
— < =
7 SiMex lasgl <1

b) Montrer que

n n
n < ZZ\%N < ny/n.

i=1 j=1

~
\.

divers
Soit A = (aij) S On(R)

a) Montrer que

1
< | <
v Sibex lasgl <1

b) Montrer que

n n
n < ZZ\%;‘\ < ny/n.

i=1 j=1

mines mp

Soit A € GL,(R) telle que AT = A%,

a) Montrer que A3 = I,, et que A est orthogonale.

b) Soit f I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A.

Montrer que le noyau de f? + f + Id est de dimension impaire et en déduire la forme de la
matrice de f dans une base bien choisie.
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derniere question difficile

Soit E' un espace euclidien de dimension non nulle.

1) Montrer que si p est un projecteur orthogonaux alors p est auto-adjoint.
2) Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux.

a) Montrer que p o g o p est un endomorphsime auto-adjoint.

1
b) Montrer que <Ker(p) + Im(p)) = Im(q) ﬂ Ker(p).
¢) Montrer que p o g est diagonalisable.

Soit f € O(F) (ou E est un espace euclidien ) et F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que

() = (1)

Soit f € L(FE) et u = f* o f. Montrer que f € S(F). Que dire de ses valeurs propres.

mines telecom

2 2
Soit E = Ry[X]. Pour P =Y a; X" et Q = b X",
=0 =0

2
on pose (P | Q) = Z a;b; on admet que (.|.) définit un produit scalaire.

=0
On pose F' = {P € E, P(1) = 0}.
1) F est-il un sous-espace vectoriel de E'? Si oui, donner une base de F.
2) Soit P = X. Déterminer d(P, F). On pourra chercher une base orthonormée de F.

Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien F.
a) Comparer les espaces Ker(u) et Ker(u* o u).
b) Comparer Im (u) et Im(u o u™).

mines telecom

Soit u un endomorphisme d’une espace euclidien E. On suppose que u* ou = u o u™.
1) Donner des exemples d’endomorphismes vérifiant cette propriété.

2) Montrer que les endomorphismes u et u* ont les mémes sous espaces propres.

3) Montrer que les sous-espaces propres de u sont deux & deux orthogonaux.
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Algébre

Soit E un espace euclidien. On note A(E) l’ensemble des endormorphismes antisymétriques
c’est a dire

tel que u* = —u.

1) Montrer que u € A(E) si et seulement si Vo € E (u(x) | ) = 0.

Pour u € A(FE), quelles sont les valeurs possibles de det(u) ?

2) Si u € A(E) que peut-on dire de la matrice de u dans une base orthonormée ?

3) Soit F' un sous-espace stable par u, montrer que F* est stable par w.

On suppose maintenant que Ker(u) = {0}.

4a) Montrer que u? est un endomorphisme symétrique. Soit = un vecteur propre de u?. Montrer
que F' =Vect(z,u(z)) est stable par u.

4b) Montrer qu’il existe une base orthonormée de B de E telle que :

0 -\
A0 (0)

Matpg (u) = Ao 0

ccinp

Soient u, v deux vecteurs de R™ muni de sa structure euclidienne canonique.
On définit ’endomorphisme de R™ noté u x v par :
Ve e R", (uxv)(z)=(z,v)u
a) Valeurs propres et vecteurs propres de u X v? u X v est-il diagonalisable ?

b) Quel est son adjoint 7 A quelle condition sur u et v est-ce un endomorphisme symétrique ?

mines telecom

Soit p une projection vectorielle d’'un espace euclidien. Montrer que la projection p est ortho-
gonale si et seulement si :

vz € E||p(z)|] < [|x]].

mines telecom

7~
.

Soit A € M, (R) symétrique telle que A20% = 42024

1) Montrer que Z a?’j =rg(A).
1<i,j<n
2) Ce résultat demeure-t-il vrai si A est seulement diagonalisable ?




Chapitre 5

Algébre générale et arithmétiquue

mines telecom

Soit a un élément d’ordre n d’un groupe multiplicatif (G, *).
a) Montrer que si d € N* divise n alors a est d’ordre n/d.
b) Plus généralement, montrer que a™ est d’ordre n/pged(n, m).

ccinp

Soit F un espace euclidien, u un endomorphisme symétrique de E. 1. Soit « = min Sp(u) et
f = max Sp(u). Montrer que :

vz € B, allz|* < (u(z),z) < Bl

2.
Montrer que Sp(u) C Ry <= Vz € E, (u(x),z) > 0, puis que

Sp(u) C R} <= Vx e E\ {0}, (u(x),z) >0

3.

On suppose que Sp(u) C Ry..

Montrer que Vx € E, (u(z) =0 < (u(z),z) =0).

4.

Soit v un autre endomorphisme symétrique de E. On suppose
Sp(u) C Ry et Sp(v) C Ry

a) Montrer que Sp(u +v) C Ry.

b) Montrer que Ker(u + v) = Ker(u) N Ker(v).

¢) Montrer que Im(u + v) = Im(u) + Im(v).

23
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CHAPITRE 5. ALGEBRE GENERALE ET ARITHMETIQUUE



Deuxieme partie

Analyse

25






Chapitre 6

premiere année

mines telecom

Soit P € R[X]. Montrer que si P est scindé, alors P’ aussi. Pour cela :
1) Enoncer le théoréreme de Rolle.

2) Si a est une racine d’ordre k de P, quelle est son ordre dans P’?

3) Montrer le résultat voulu.

27
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Chapitre 7

Intégrales impropres

7.1 Ou passepartout apprend a étudier des cas simples.

I’exercice de base a savoir faire et rédiger

+oo n(t)
Montrer que / 2 dt est convergente.
1

—— Correction a trous

In(t)

Soit f:t+— - qui est une fonction continue par morceaux définie sur [1,+oo[. Or

In(t
| t(2 ) |= o( & compléter)
par comparaison usuelle des fonctions a compléter. Or la fonction de Riemann ¢ — ..... est

référencée convergente. Par théoréme de comparaison des fonctions positives. f est intégrable sur
[1,+o0].

\

Remarques générales

Il ne faut pas oublier de citer la continuité par morceaux et se demander si il est nécéssaire
d’ouvrir les bornes finies de l'intervalle. Il y a toujours une étude en +oco mais pas toujours en 0
ou en 1 ( sila fonction y est définie elle y sera continue ).

niveaul
Exercices traités

“+o00 —+00 “+oo

1
sin () v sin (¢ t
B g, dt (z € R
/(1+t2) /et—l (z €R), /t+1’ /nt
0 0 0 0

Des exercices supplémentaires qui ne seront pas traités en classe

—+o00 +o0 dt —+o00
In (¢) e tdt R),

/ n(t)edt, / TRET G

0 0 0

29



30 CHAPITRE 7. INTEGRALES IMPROPRES

(_[ Utilisation d’une primitive ] N

On peut faire en méme temps l'existence et le calcul mais je le déconseille. Attention, Asi on a
montré qu'une intégrale impropre est convergente, il faut faire attention quand on la manipule
( par décomposition en éléments simples, IPP, changements de variables, majoration ) & ne pas
introduire des intégrales divergentes : on retiendra :

On peut toujours regrouper deux intégrales mais pour casser il faut justifier
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primitivation
Exercices traités
+o0 d +o0o
l —4
_ e " sin(t)dt
/t(t—i—l)(t—i—Q) / ()
1 0

IPP ou passer en complexe est plus rapide pour la deuxieme
Des exercices supplémentaires qui ne seront pas traités en classe
+oo +oo

/ dx / 1 dt
| 22 +V2z+ 1 / (1+12) (4 +t2)

Remarques en particulier pour les 5/2

Pour IPP et changement de variables inutile de justifier la régularité des fonctions

intégration par parties
1) C’est facile car c’est dans la partie IPP.
1

“+00
|
Existence et calcul de I = / In(?) ————dt, de J = / de et de K,, =
(1+41t)2 x2
0 0

1

/ zln(x))"dx (n € N).

0

2) Plus théorique : il faut faire une IPP mais qui doit-on primitiver ?

Soit f € C° (R, R) telle que / f(t)dt converge et a € R, . Montrer la convergence

de / f(t)e~dt. On pourra introduire la fonction x —/
x

+00
sin (v/x
3) Trés classique : faire bep d’TPP Montrer que l'intégrale / de converge.
x
0
Exercices supplémentaires.
T /2

dt 1
Soit @ € R’} , on pose I = / ———— - Justifier que I = ~ / 2
J 1+ a(sin(t)) 2 ) 1+a(sin(

0
puis calculer I en utilisant le changement de varlable x =tan(t).

sin (¢
Soit o € R . Prouver la convergence de l'intégrale / tof )dt.
. +o00 ; 9
COS
Déterminer la nature des intégrales suivantes : / )dt, / (t())dt et
0 1

+oo

1



32 CHAPITRE 7. INTEGRALES IMPROPRES
changements de variables

In (t)
1+ ¢2

+oo
1
Existence de I = / dt puis calcul de I (poser x = E)
0

+0o0
sin (In (z))

xT

Déterminer la nature de I'intégrale / dx.

0
Le retour des Bertrands

+o0

a) Déterminer les réels a tel que l'intégrale / dx converge.

% 1In (z)
2

+o00

b) Déterminer les réels « tel que l'intégrale = converge.

2 (i (2))
Plus théorique ( non traité probablement )

1
Soit f : R — C continue et intégrable sur R. On pose g : © — f <:L’ — > .
50

x
V2 +4

x
1] — —— ) sont intégrables sur R.
(1- o) 1@ g

a) Prouver que les fonctions hy : z — <1 I

>f(x)eth_:xr—>

1
b) A l'aide du changement de variable ¢ = z — —, montrer que g est intégrable
a

sur R et sur R* puis que /g = /f
R R

Utilisation du théoréme d’intégration des relations de comparaison

11 faut repérer que c’est bien ce théoréme qu’il faut utiliser : donc il s’agit de traiter une limite (
un o, ~ ) avec la variable qui intervient dans les bornes d’intégration, puis se demander suis-je
dans le cas convergent ou divergent ? Enfin de pas oublier de dire que la fonction de comparaison
est de signe constant.
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Intégration des relations de comparaison

T . T d +oo . +00
e t e
a) Montrer que | —dt ~ —et [ —dt = o e tdt
t z—0+ t t z—+00
1 1 @ az
2x 2x
et et
b) En déduire la valeur de lim [ —dt et lim —dt.
z—0 t T—+00 t
x x
e et _ g—2t % e—t 2/ et
¢) Soit & > 0, montrer que / fdt = / tdt_/ Tdt puis calculer
€ & 1/e
+oo
—t _ =2t
la valeur de / %dt.
0
2° Ne sera pas traité en classe.
Soit f: Ry — Ry tell T MO
oit f : elle que lim =« .
I I que 1 too f(z)
xr x
[ (@) 1 e
a) Prouver que d = 0O —dt | . En déduire qu’il existe M > 0
7" e\
1
_ M
tel que f (x) et O (") .

b) Montrer que, si t > 0, z — e ' f(z) est intégrable sur R,

Pour aller plus loin

Un grand classique, penser a faire une IPP.
+o0o

1° On pose F(z) = /6_t2dt. Justifier que F est définie sur R. Etablir

T

que F(z) = o(e_z). Démontrer que F' est intégrable sur Ry et calculer
T—+00
+oo

/ F(z)dx.

0
2° Soit f € CY (R4, R) telle que f? est intégrable sur Ry. On définit g sur R
x

par : Vz > 0, g(x):i/f(t)dtetg(o):f(o).
0

a) Justifier la continuité de g sur Ry.
b) Etablir que

X

VX >0, (g(t)*dt =2
/

X

—_

X
F(t)g(t)dt — ~ /U@Wﬁ
0

X

X
¢) En déduire que | (g(8)?dt <4 [ (g(t))?dt.
foores]

d) Prouver que g2 est intégrable sur R..
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7.2  Sujets oraux de concours

mines telecom

Etudier l'intégrabilité de :

mines telecom

In(t)
(1+1t)2%
1) Montrer que f est intégrable sur ]0, 1], puis sur [1, +o0[.

2) Calculer /1 f(t)dt et /+OO f()dt
0 1

mines telecom

Soient a, b deux réels strictement positifs. Déterminer si elle existe :

bx
b / Coi(t) dt.

T

On définit pour tout ¢t > 0, f(t) =

mines telecom

+oo it

e
1) Soit a € R . Montrer que / t—adt converge.
1

+oo
2) En déduire la nature de / sin(#?)dt.
1

+° .\ /fsin(t)

———2_dt converge.
1 t+cos (t) e

3) Montrer que

\

mines telecom

2 sin((2n + 1 2 sin((2n + 1
Soit I — /2 sin(( .n—l— )t)dt ot J, = /2 sin((2n + )t)dt
0 sin(t) 0 t

1) Justifier 'existence de ces intégrales.
2) Montrer que I, est constante.

3) Soit ¢ une fonction de classe C' sur [0, g]

Montrer que lim ’ @(t)sin((2n + 1)t)dt = 0.
n—+0o Jq

4) Montrer que lim (I, — J,) = 0 en déduire la valeur de lim .J,.
n—-+00 n—r—+oo




Chapitre 8

Séries numeériques

8.1 Cours et applications directes
Trois exercices a préparer pour le td études simples de séries
Exercise 1. a) Donner une condition nécessaire pour qu’une série Z Uy, SOUL
convergente, donner également une condition suffisante.

b) Déterminer la nature de la série Z Vn + avn+ 1+ bv/n + 2 selon les
n>0

valeurs de a et b.

Exercise 2. Déterminer en fonction de a la convergence de la série de terme

général :
R
ne + (—1)»
1
Exercise 3. Déterminer la nature de Z W

Exercise 4. Déterminer la nature de Z sin((2 + \/5)"7r)

ccp 2017 on demande la somme!!

Exercise 5. Calculer

oo_ln
sen

n=1

+o00 (_1)71 B .
Z . sans utiliser la premiere.
= n(n—1)

Exercise 6. Soitn > 1 et o € R, on pose

1 n
Una = 3 ;ln(k)

Discuter de la nature de Z Un, o

35
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8.2 Exercices Supplémentaires.

Exercise 7. On définit la série harmonique par

n
. 1
Vn e N*, Hy =) ~.
k=1
a) La suite (Hp)p>1 converge-t-elle ¢
b) Montrer que Hy, e In(n).

On pose la suite (upn)nen+ définie par

Vn > 1,u, = H, — In(n).

¢) Monter que (un)n>0 converge vers un réel .

d) On pose wy, = u, — 7. Déterminer un équivalent de wy,.

Exercise 8. On considére une série g Uy a terme positifs et E VU, OU

1

Up = —————.
1+ n2u,

n
1
Vn € N* H,, = —.
=3t
k=1
. . 1
a) Dans cette question uniquement, u, ~ —. Quelle est la nature de Zvn ?

n—+oo N
n>0

b) On suppose que g Uy €t E v convergent montrer que E \ Upvy, converge.
n>0 n>0 n>0

c) On suppose que E Un converge, monter que E vy, diverge.
n>0 n>0

Indication du correcteur Pour la question 8 on pourra raisonner par ’absurde
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ccp 2019

Exercise 9. Soit (un)n>0 une suite de réels décroissante, telle que la série g U, est conver-
gente

a) Rappeler la définition de la convergence d’une série, en déduire que si une série converge
alors le terme général tend vers 0

b) On suppose que (nuy)n>0 converge vers A € RU {+o00, —o0o} montrer que A =0
c) Montrer que (un)n>0 converge vers 0.

d) Montrer que la série de terme général (n(un — Un+1))n>0 converge et montrer

Indication du correcteur Pour la question 3 considérer vay, et Vont1 0U Up = Ny

yr cos(up—1) .

Exercise 10. On définit la suite u, par ugp € R et Yn > 1 u, = (—1
n

Déterminer la nature de g Uy, -

ccp 2017
a
Exercise 11. Soita > 1 etVn € N, u,, = / (In(t))"dt.
1

a) Etudier la fonction f, it —t" .
Décrire l’ensemble des t > 1 tels que | fn(t) |> 1.

b) Donner la nature la série de terme général u, lorsque a # e.
o 1
¢) Prouver que si a = e alors u, = — + s + 0(—2)
n

n o n
ot a et B sont deux réels a préciser.

En déduire la nature de la série de terme général uy,.

mines telecom 2017

_1)»
Exercise 12. Nature de la série Z #
Zin+ cos(n)

a) Par développement limité

b) En étudiant Z( (=" (_1)n>.
n>1

n + cos(n) n

¢) En montrant que le critére spécial des séries alternées s’applique.
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ccinp 2019
Exercise 13. On pose

n

In(k)
Sp, = —.
k
k=1
a) Démontrer que
In2 mnt In2 In3 "Int
— —dt< Sy« —+ — — dt.
7 " /3 t > T3 T /3 t
b) En déduire un équivalent simple de S,.
l l l
¢) Démontrer que In(n)? —In*(n — 1) = 2 n(n) + n(;l) 0( n(;z))
n n n

d) Soit u, =

In(n) 1 ,
72 ) _ > (an(n) —In%(n — 1)) Démontrer que Z u, est convergente.

e) Démontrer qu’il existe un réel ¢ et une suite (€,)n de limite nule telle que

1
S iln2(n) +c+ep.

ccinp 2018

Exercise 14. Soit a €]0,+o0].

(="

an +1

a) Montrer que Z

reste d’ordre n.

converge. On note S, la somme partielle de rang n et R, le

b) Donner un encadrement de R,,.

1
¢) Soit k € N. Calculer/ ok dt.
0

(="

—+00

d) Montrer que Z

n=0

intégrale.

—1)n

remarque les deux derniéres questions sont faisables sans le cours sur limite et

an+1 -

/1
0
—+o0

et Z —
n=0

8.3 Exercices proposés en 2023 mines telecom

mines telecom

“+00

D

T
Montrer que — =

4 2

(="
n+1

, en déduire que

<7<

W] oo
v—l‘Cﬂ
Ul.l\D
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mines telecom

On considere la suite définie par ug € R et

)ncos(un_l)

u, = (—1 pour tout n > 1.

Déterminer la nature de la série de terme général u,,.
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Chapitre 9

Suites et séries de fonctions

9.1 suites de fonctions

Conseils

e Ne pas oublier les valeurs absolues ou les modules.
e Pour étudier la cvu aprés cvs on peut faire un tableau de variations.
e Pour utiliser des relations de comparaisons ne pas oublier la sacrosainte régle SATP

Trois exercices a préparer pour le td

. . a2 .
Exercise 15. Pour tout entier n, on pose f, : x — xe” "* . Etudier la convergence

simple de (fn)n>0 sur Ry puis la convergence uniforme sur R..

Exercise 16. Pour tout entier n, on pose fp : x poae S FEtudier la conver-
x’+n
gence simple de (fn)n>0 sur R puis la convergence uniforme sur R.

(nz)®
1+ na?’
convergence simple, uniforme de (f,) sur Ry, sur [a,+oo[ avec a > 0.

Exercise 17. Soient a > 0 et, pour tout n € N, f, : ¢ — FEtudier la

~—— D’autres en vrac

€T n
Exercise 18. Pour tout entier n, on pose fp :x+> e~ (1 + — ) . Etudier la convergence simple

n
de (fn)pso sur Ry puis la convergence uniforme sur [0,a] (a > 0) et enfin la convergence uniforme
sur Ry.

xTL
14 an
(fn)nso sur Ry. Etudier la convergence uniforme de (fn),so sur [0,a] (0 < a < 1) puis sur
[b, +00[ (b>1) et enfin sur Ry.

Exercise 19. Pour tout entier n, on pose fn : x +—

FEtudier la convergence simple de

n

x

Exercise 20. Déterminer la convergence simple de la suite de fonctions f, : x — —'e*‘”. Sur
n!

quels types d’intervalles est-elle uniformément convergente ?

x T\™
Exercise 21. Pour tout entier n > 1, on pose f, : x — nln (1 + —) et gn 1 T — (1 + —) .
n n

a) Expliciter les limites simples des suites (fyn), et (gn),, puis prouver que les suites (fn),>
et (gn)n>1 ne convergent pas uniformément sur Ry.

41
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b) Montrer que la suite de fonctions (fn),, converge uniformément sur tout segment [0, al
(a > 0)

¢) Prouver que ¥ (z,y) € Ry, |e% —e¥| < e™™*@) |z —y|. En déduire que la suite (9n)n>1
converge uniformément sur tout segment [0,a] (a > 0).

9.2 Convergence des séries de fonctions

Conseils

e Pour la convergence normale on peut calculer le sup des f,, ou majorer le sup mais dans tous
les cas écrire des normes infinies

e Pour étudier la cvu sans la cvn : on applique le TSSA

e Faire toujours attention aux cas particuliers.

Trois exercices a préparer pour le td
Exercise 22. Déterminer le domaine de convergence simple puis le domaine de

—n2 n2
convergence normale des séries g xe V7. et g ne " T,
n>0 n=0

. 4.q x
Exercise 23. Montrer que la série g =
T n
n=1
R et converge normalement sur tout segment de R.

converge converge simplement sur

Exercise 24. On considére f,(z) = naze™v™ pour n > 0.

a) Etudier la convergence simple, uniforme, normale de la série Z fn sur [0, 4o0].
n>0
b) Méme question sur [a,+oo[ ot a > 0.

D’aprés ccinp . On rappelle que si Z fn convergence uniformément alors la suite

(fn) converge uniformément vers 0.

ccinp

+0o0 1
Pour z € RT, on pose S(z) = —-1)" .
pose 5(0) = 31",

1) Montrer que S est définie sur RT, puis qu’elle est de classe C! sur cet intervalle et que :

i

RY, S@)=Y ——.
Ve e R, S'(z) 7;)(714-:6)2

2) Etudier la monotonie de S.

1

3) Montrer que : Vo € RT,  S(z+ 1)+ S(z) = —. En déduire un équivalent de S au voisinage
73

de 0.
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ccinp

Soit t € R. On pose Vn € N, f,,(t) = (> — 1)"/(n +1).
1. Donner le domaine de convergence D de Z Theae

(0.0
2. Calculer » * fu(t)
n=0
3. Etudier la convergence normale de Z frn sur [0, 1].

4. Etudier la convergence uniforme de Z fn sur [0, 1].

5. Quelle est la nature de la série Zun, avec
1
thn = / (2 = 1) (n + 1)de ?
0

oo
6. Calculer Z Up,.
n=0

Trois exercices a préparer pour le td limites de la somme
~m(n)yve
1+ n2x

de f. Calculer sa limite puis un equwalent quand x — —+00.

Exercise 25. Soit f : x — Z Déterminer le domaine de définition

00 2
x
Exercise 26. On pose [ : x — E <1 + ) .
ot n(l+ ac)2

a) Montrer que f est bien définie sur Ry.

1
b) Prouver que hmf Z "In ( + > .
n

n=1

i:.o 1
Exercise 27. Soit S(x) = PR

— + n°x

a) Etudier le domaine de définition de S.
b) Calculer 11)111 S (z) et proposer un équivalent de S (x) quand x — +oo.

c¢) En utilisant la comparaison série-intégrale, proposer un équivalent simple
de S (z) quand x — 0.
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—— Trois supplémentaires

+o0o
D
22 +n2’
n=1
En déduire la valeur de EmS puis, sans calcul, justifier que la la série Z
(0.0)

2 2
2 +n
1 +

pas uniformément sur tout intervalle non borné de R.

e—eVn =3
Exercise 29. On pose f, : x — T et f= nz::lfn.

r—r—+00

Exercise 28. ; l'aide de la comparaison série-intégrale, donner un encadrement de S (x) =

a) Déterminer le domaine de définition de f et préciser la valeur de lim f(z).

ne converge
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b) ; Uaide la comparaison série-intégrale, déterminer un encadrement de f. En déduire un
équivalent simple de f(x) lorsque x tend vers 0.

x

Exercise 30. On pose f : x — Z ——— . Préciser le domaine de définition de f et calculer
(1+ nz?)
li
L f (@)
Trois exercices a préparer pour le td continuité de la somme
+oo
a .
Exercise 31. Prouver que f :x > Z —————— est continue sur R.

(14 nx?)

+oo

Exercise 32. Soit f : xz — Z . Expliciter son domaine de définition

D
7 (sh (nx))
et ctudier sa continuité.

+o00 il

Exercise 33. Donner le domaine de définition de g : x — Z

Tz et justifier

sa continuite.

—— Exos supplémentaires

Exercise 34. Soita € R et ¢ : [—a,a] = R. On définit (up)nen par : ¥n € N, Vo € R, uy(x) =
(23;) On suppose qu’il existe K € Ry pour lequel Yz € R, | (z)| < K |z|.

a) Montrer que la série E uy,, converge sur [—a,al et que sa somme est continue.
n=>0

b) Montrer que S est la seule fonction continue f vérifiant I’équation f(x) — f (g) = p(x)
avec la condition f(0) = 0.

Exercise 35. Soient (ay) une suite réelle de limite nulle, G : [0,1] — R continue et croissante
sur [0,1].

+oo
Montrer que f : x — Zak (G (:ck> -G (wkH)) est définie et continue sur [0, 1].
k=0

Trois exercices a préparer pour le td dérivabilité de la somme

+00 _1\n
Exercise 36. Montrer que f : x — Z i est de classe C*° sur [1,+0o0]
— nl(z+n)
puis sur R\Z™.
+00 )n

—1
Exercise 37. Soit f : x +— Z . Etablir que f est de classe C™ sur]0,+o0].
n

+oo einx
Exercise 38. Prouver que la fonction f : x — Z ;
n

n=0

est de classe C*° sur R.
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~—— exercices supplémentaires. N\

Exercise 39. Effectuer la décomposition en éléments simples dans C de 5- Bn déduire que

n2+z

+oo
fix— Z(_l)n_an Z 2 est de classe C*° sur R.
n=1

\ v

Trois exercices a préparer pour le td études générales
+00 g
Exercise 40. On pose f(x) = —1)"'In (1 —).
pose f(x) = (-1) +

n=1
a) Montrer que f est définie et strictement croissante sur R.
b) Justifier queVx € Ry, f(x)+ f(x+1)=ln(z+1)+ f(1).

c) En déduire liIJIrl f(z) et proposer un équivalent simple de f (z) quand
T—r+00

T — +00.
+o0o (_1)n
E ise 41. Soit = .
xercise oit f(x) ngzo P

a) Etudier sa continuité et sa dérivabilité sur ]0,4o00| .
b) Préciser le signe de f ainsi que sa monotonie et l'allure du graphe de f
sur |0, 400 .

c¢) Déterminer les limites mEI—Ew f(x) et ilg%) f(x).

+oo
x x
Exercise 42. On considére f : x — Z (— —In (1 4 —)) . Justifier que f est
n n
nn=1
définie sur R, qu’elle est de classe C' sur Ry et qu’elle réalise une bijection de
Ry sur R..

9.3 Sujets oraux mines +ccinp

L
=290
a) Donner I’ensemble de définition D de S.

b) Donner le signe de la dérivée de S sur DN[0, +-o0[. Limite de S aux bornes de DN|0, +o00].

+oo
Soit S(z) = Z
n=1

c¢) Donner le signe de la dérivée sur D entier

indications fournie au cours de ’oral 2. Majorer le terme général
3. Essayer (1 — x)S’(x), séparer la somme en deux, quelle est la monotonie de vn + 1 —/n?,
quel est le signe de la somme d’une série alternée.
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mines telecom 2017 plus facile pas possible

—1)gm
On pose up(z) = &
n
Etudier la convergence simple de la série Z up (). On note S la somme.

n>1
Donner I’ensemble de définition de S ainsi que la valeur de S.
Etudier la convergence normale et la convergence uniforme de la série.

mines telecom 2018

a) Déterminer 'intervalle de définition de la série de fonctions
+oo

f:w»—)Z

n=1

. Donner un équivalent simple de f en 0.
sh(nz)

+oo
1
b) Mémes questions pour g : x — Z —_—

= sh?(nz)’

mines telecom 2018

we—na)

" In(n)
Etudier les convergences simple, absolue, normale, uniforme de la série de fonctions Z Uy, SUr
[0, 4+00].

On pose pour tout n > 2, Vz € [0, +00[, un(x)

mines telecom 2019

T exp(—(2n+ 1)z
Soit f(z) = Z ((2n )2 )

n=0

a) Pour a > 0, montrer que f est de classe C? sur [a, +0o[, puis calculer f” & laide de
fonctions usuelles.
+o0o
b) Pour tout x > 0, montrer que f'(z) = — 17 (t)d.
c) calculer f'(z).

d) Montrer que t — In(tht) est intégrable sur [z, +o00[ pour tout z > 0.

mines telecom 2021

+o0 1
Soir f: —si "(x).
fiz— Z nsm(nm)cos (x)
n=1
a) Justifier que f est définie sur R.

b

C

Etudier la parité et la périodicité de f.
Justifier que f est de classe C! sur |0, 7[. Exprimer f’.

)
)
)
)

d) En déduire une expression de f.

r
\
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ccinp 2021

Pour x > 0, on pose

a) Montrer que F' est bien définie.

+oo
_1)"
puis montrer que F est de classe C' et montrer que F'(x) = g ((Jr))z
n+x
n=0

b) A Taide du critére spécial des séries alternées, trouver la monotonie de F' ¢) Simplifier

F(z)+ F(z +1)

puis donner un équivalent de F' en 0 et en 4oc0.

ccinp 2021

on pose, Vn € N :

RY — R
forq L, @h@)r
n!

a) Montrer la convergence simple sur R’ de Z fn et calculer la somme.

b) Montrer que pour tout n € N, f,, est intégrable sur |0, 1] et déterminer son intégrale.

¢) Démontrer l'intégrabilité de = — z* sur ]0,1] et exprimer son intégrale sous forme de
somme.

ccinp 2019

1

on définit une suite de fonctions : Vn € N, Va > 0, f,,(z) = 1T 2z
s

+o00
On pose : f(z) = an(:c)
n=0

a) Montrer que f est bien définie sur RY .

b) Calculer la limite de f(x) quand z tend vers +oo

c)
)

d

Montrer que f est de classe C* sur R.

Donner un équivalent de f en 0
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an

On considére pour tout x €]0, +oo, pour tout n € N, la suite u,(z) = avec a un réel tel
que |a|] <1eta#1.
a) Etudier la convergence simple uniforme et normale de cette série.
b) Notons S la somme de cette série.
(a) Montrer que que S est continue sur |0, 4+o00[.

(b) Montrer que S est C' sur ]0, +ool.
1

(c) Montrer que S(z) et d—a)

ccinp 2018

Soit (Ap)n>0 une suite croissante de réels strictement positifs, de limite +oco. Pour tout n € N
et tout = € R, on pose
(="

fa(z) = (—1)"e™% et g, (z) = 3 et

a) Etudier la convergence simple de la série Z fn-
n>0

b) Etudier la convergence uniforme sur R
c¢) Etudier la convergence uniforme sur R de la série g n-
n>0

—+00 “+00
d) On pose S = Z fn. Montrer que / S est définie puis que :
0

n=0
PR G
S = :

\
mines telecom

+oo e—a:t
Soit f : x »—>/ —dt.
! 1 V14 t2

1) Quel est le domaine de définition de f?

t
2) Pour z €]0, 1], On pourra utiliser le changement de variable u = — et
x

calcule /1 du
uler | ——.
z V u? aF 2
utiliser la fonction ¢ — In(t + /1 + ¢2).

1
du

3) Mont —_— ~ -1 .
) Montrer que /x Tt ol n(z)
4) Montrer que f(z) ~ —In(z).

z—07F
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mines telecom

N \—T

z"e
Soit fn(z) = ——— pour tout n € N et pour tout z € [0, +-o00l.
n

1) Montrer que (f,) converge simplement vers une fonction g.
2) Montrer que (f,) converge uniformément sur [0, +oo[.
+oo
3) Calculer fn(z)dz. Peut on appliquer un des théorémes du cours d’interversion limite

et intégrale 7

mines telecom

r
.

= 202
Soit S(z) = Ze_x " ouxeR.
=0

n—
1) Quel est 'ensemble de définition de S'7?
2) Montrer la continuité de S.
3) Déterminer lim S(x).

T—>+00

+o00
4a) Calculer / e "’ dt pour » €0, +o0|.

0
TFED 2 ™
On rappelle que / e 2dt = \/g

0
4b) Donner un équivalent de S en 0.

mines telecom

Montrer que

Uln(t) X1
dt = —
| =y

n=1

9.4 Tecd et autres

ccinp 2022

On considere pour tout n € N :
"o (4t

Etudier la convergence de (I,)n>0-

a
b
c
d

Montrer 'existence de I,,.

Trouver une relation entre I, et I,,41

)
)
)
)

Retrouver le résultat de la question 2




9.4. TCD ET AUTRES o1

Mines telecom 2016

On considere pour tout n € N :

1
_ n n 2
In_/o £ (In(#))2dt

a) Montrer I'existence de I,, et calculer sa valeur.

In(x))%dx

+oo
b) On pose I = /0 ( T2 Montrer que :

Iﬂflm.
0

1+ x2

Z*“ (="
C) Montrer que I = m
n

n=0

magistere 2017

Soit a et b deux réels strictement positifs montrer que :

1 ta—l too (_1)71
dt = .
/0 1+¢b Z nb+a

n=0

Z*“ (=1)"
Calculer m
n

n=0

~
Divers

Montrer que :

Divers

Montrer :

En déduire +§ (n!)2 _2r
— (2n+1)! 3v3
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Divers

On note :
T eip@
I, = —dé.
b /0 2+ et

6ip6' 1< eipb? )

0 o 0
24 et 2 1+ %

a) En écrivant :

écrire I, a 'aide d’une somme.

b) En déduire que

Iy = (=122,




Chapitre 10

Séries entieres

10.1 Pour le td

Calcul de Rayon
Préciser le rayon de convergence des séries suivantes :

(1) : Y I <1 + 8%) 2 (2) ) Z—Z (3):> mé—f)z”, (4) : 3 eltnm)

D’autres en plus pour le plaisir

n!

Calcul de Somme
Rayon de convergence de puis calcul de la somme de

(1) : 22"(_1)nz", (2) : Z (1 + % + oo+ %) z", (3) : n; 1m”

n=0 n>1 n=0
@ ()Y () Y1) e, (7)Y
: ) : _ : —1)"nx ) : nx".
n>1 2n + 1 n>1 n(n + 1) n>1 n=0
DSE
1—e™® t
Montrer que les fonctions f : z +— et g:xT+—> M se prolongent en deux fonctions
x

de classe C*° sur R. Montrer que
1 P . 1 4o
(=t / (=1)"
1): = — 2): = —_—
w: [1=>"00 @ g > o
0 n=1 0 n=0

En déduire les valeurs approchées a 0,01 pres de ces deux intégrales.

93
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Intégration
U
Calculer I, = / —dt pour k € Z et |z| # 1 par un développement en série.
z—e
0

Déterminer le développement en série entiere de

- 1—+1-4
c 2):igiam —Y-—"F

(1):f::cb—>m, ”

2
,(3):x»—>exp(a;+%).

Donner le développement en série entiere des fonctions suivantes :

1

LT
o 1 —2zcos (a) +

zsin(a) ) |

, g :x+— arctan
229 (1 — x cos(w)

Divers

Montrer que les fonctions suivantes sont développables en série entiere et préciser le rayon de
convergence :

T

x T
dt
fix— / Trir@ 9°° e /etzdt, h:x— /COS(.’L‘ sin(t))dt.
0 0 0

+o0o

x

On pose f : z +— Zsin (2—n) . Justifier que f est définie sur R et que f est développable en
n=0

série entiere. Préciser son rayon de convergence.




10.1. POUR LE TD

Terme général défini par récurrence

1
1) Pour n € N, on pose a, = /

n

14¢

0
non nul et calculer sa somme. En déduire la valeur de a,,.
n

dt. Prouver que le rayon de convergence de E anx” est
n=0

2) On pose ag = 1 puis ap+1 = Z an_kar-On suppose qu’il existe R > 0 tel que la série entiere
k=0

Z upx™ converge sur |R, R[ et on note S (x) sa somme.
a) Pour z € |—R, R][, calculer (S (2))? et en déduire que
Vo e|-R,R[, x(S(z))*-=5(z)+1=0.

1-+1-4x

b) Montrer que S (0) =1 et que Yz € |—R, R[\ {0}, S (x)= o

2n)!
c) En déduire que Vn € N, a, = i
n!(n+1)!

3) On considere la suite (), définie par : o =11 =1 et Vn>2, nl,=1I,1+ I, o.

1
t R=-.
et que 1

a) Montrer que Z[nx" converge si z € |—1,1[. Soit S(x) sa somme.
n=0
b) Montrer, pour z € ]—1,1[, que S'(z) = (1 + 2)S(z).

n

+oo
Gy
4) Soit (an),cy telle aue ag =1 et ¥n € N*,  a, = Z nk—‘k On pose f:x Z anx".
k=1 n=0

a) Montrer que Yn € N, 0 < a, <

R de Zanm" ?

—. Qu’en déduit-on sur le rayon de convergence

+oo
kn
b) Calculer f sur |—R, R[. En déduire R puis que Vn € N, a, = Z
k=0

2k+1

1
(1—22)(1—a3)
développement en série entiere de f autour de 0.
+o0
b) Justifier que Va € [-1,1], f(x) = Z anz™ avec a, le nombre de décomposition de

en éléments simples et en déduire le

a) Décomposer la fraction f(x) =

n=0
n sous la forme n = 2z + 3y avec (z,y) € N2. En déduire un équivalent de a, quand
n — +00.

55
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Une DSe l'autre pas

1) Soient a > 0 et f € C® (]—a,a[,R) telle que : Vn € N, Vz €]—a,a], fM™(z)> 0.
; . =~ f®(0) 4

a) Si|z| <r < a, montrer : |f(z) — kZ_O T < ’r (r).

b) Montrer que f est développable en série entiere sur |—a,af.

€T n+1

+00 ' 2p
2) Soit f : x> Z e~ Montrer que f € C* (R,C) et que Vp € N, ’f(p) (0)‘ > p—p. Que
e
n=0
. @ (0) - : ,
dire du rayon de convergence de Z 71367’ ? En déduire que f n’est pas développable en
p!
p=0

série entiere.

10.2 Oraux de concours

mines telecom

n
Quel est le rayon de convergence de la série Z $—, I’ensemble de définition de la somme ainsi
n>1 n
= (=D
qu’une expression de la somme ? En déduire la valeur de Z

n
n=1

mines telecom

Soit > 0. Soit (a,) la suite définie par

a — PV si n est un carré
n .
0 sinon

Déterminer le rayon de la série entiére E anpx”.

1) Donner le DSE de la fonction sin ainsi que son rayon de convergence. Indiquer également le
mode de convergence d’une série entiére ( cvs cvu cvn sur quels domaines ? )

+oo
2) Calculer l'intégrale / sin(:vt)e_tzdt.
0
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mines telecom

On note S I'ensemble des suites numériques a = (an)n>0 telles que Z a, converge et T l'en-
semble des suites vérifiant les deux conditions suivantes
1) Le rayon R de convergence de Z apx" vérifie R > 1.

n>0
—+00

2) x— Z apz" admet une limite finie quand x tend vers 17. Cette limite est notée [(A).

la) La srlé;ie de terme (—1)" est-elle convergente ?
1b)

2a)

2b) Méme question avec la suite e

1
La série de terme général g est-elle convergente ?
n!
La suite (—1)" est-elle dans T'7 Si oui quelle est la valeur de [(A)
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Chapitre 11

Espaces vectoriels normés

11.1 Continuité des applications linéaires

mines telecom

1
On munit E = C°([0,1],R) de la norme 1 définie par Vf € E, ||f|l1 = / |f(t)] dt.
0

Onpose T : F —» FE et on admet que T est un endomor-
f = Tf: [0,1] —

R
2 / F(8) dt
0
phisme de E.

Démontrer que T est continu sur (E, || ||1) et déterminer |||T||.

Algébre et Analyse

pn) (0)
n!

On munit £ = R[X] de la norme || || définie par : VP € E, || P||c = Sup {

,neN }
a) Vérifier briévement que || ||o est une norme sur E.

b) Soit f 'endomorphisme de E défini par VP € E, f(P) = X P. Démontrer que I'applica-
tion f est continue sur (E, || ||«) et déterminer ||| f]]|.

Algébre et Analyse

On munit E = (°°(C) le C-espace vectoriel des suites bornées de la norme ||[ul|oc = sup |uy|.
neN

On considére I’ endomorphisme A de ¢°°(C) défini par :
Yu € E, A(u) = v ou Vn € N, v, = up41 — up. Montrer que A est continue sur (E, | ||o) €t
calculer sa norme.

Algébre et analyse

On munit E = ¢°°(C) le C-espace vectoriel des suites bornées de la norme ||ul|oc = sup |uy|.
neN
On considere I’ endomorphisme ¢ ¢°°(C) défini par :
\ 1\
Vu € E, p(u) =wouVn € N, w, = n-l-lkz_ouk'

Montrer que ¢ est continue sur (E, || ||oo) et calculer sa norme.

99
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11.2 Topologie

11.2.1 suites et séries dans les evns

classiques
a) (a) Soit A € My, (R) telle que la suite (A”),., converge. Montrer que sa
limite est projecteur.

(b) Soit A € M, (R) telle que 3A% = 2A + I,,. Montrer que la suite (AP) pen
converge.

(c) Soit A € 9M,(C) telle que 34% = I, + A + A?. Montrer que (AP),, est
une suite convergente. Déterminer sa limite.

b) Soit A € 9, (R) telle que la suite (A”),cy soit bornée. On pose B), =
1
,([n_}_A_F..._‘_AP—l)
p

a) Etablir la convergence de (B,z lorsque = € Ker (A — I) et lorsque
b= /peN
zelm(A-1I).
(b) Montrer que R" =Ker (A —I)®Im(A—-1I).
¢) Démontrer la convergence de (B et caractériser géométriquement
D/peN
sa limite.

c) Soit A € M, (R), k € [0,1] et |||| une norme sur M, 1 (R) telle que Vz €
Mp1 (R),  [[Az] < Kfl] -

(a) Montrer que la matrice I, — A est inversible.

(b) On considere la suite définie par Xy € M, 1(R) et la récurrence Vn €
N, X,4y1 = AX, + B. Montrer que la suite (X,), .y converge vers

(I, — A~ (B)
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11.3 Owuverts fermés

Pour bien débuter

a) Soit E l'ensemble des suites (an)n>0 de C telles que la série Z|an|
converge. Si a = (ay)n>0 appartient a E, on pose

+oo
lall = laxl
n=0

a) Montrer que || .|| est une norme sur E.

b) Soit
+o00o
Fz{aEE/Zanzl}
n=0

L’ensemble F' est-il ouvert ? fermé 7 borné 7

b) Soient E = C ([0,1],R) normé par ||.||,, et la partie

A:{feE/f(O):Oet /Olf(t)dt>1}

a) Montrer que A est une partie fermée.
b) Vérifier que
Vi€ A|flo>1

¢) On note R™ Tensemble des suites réelles nulles & partir d’un certain rang.
a) Montrer que R™ est un sous-espace vectoriel de £°(R).
b) Est-il ouvert ?
c) Est-il fermé ?

d) Pour n € N, O,, désigne I’ensemble des polynémes de degré n scindés a
racines simples.

(a) Montrer que P € O, ssi (il existe ap < a1 < --+ < a, tels que Vi €
{0,..,n}, P(ai)P(aH_l) < 0).

(b) Justifier que f : P € R, [X] = (P (a;) P (ait1))g<i<y, €t continue. En
déduire que O, est ouvert.

densité et matrices

a) Montrer la continuité du déterminant puis montrer que Gl,(K)) est une partie ouverte de
M, (K).

b) Montrer que I’ensemble des projecteurs d’un espace vectoriel E de dimension finie est une
partie fermée de L(E).

¢) Montrer la fonction M — M ™! définie sur (G1,(K)) est continue. d) Une démonstration de
CH

i) Montrer que 'application qui a une matrice M de M,,(C) associé son polynome caractéristique
X s est continue.

On rappelle que GL,(C) est dense dans M,,(C)) ( voir...)

ii) Montrer I’égalité x 4 = X4 pour toutes matrices A et B inversibles.

On rappelle que I’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans M,,(C)).

iii) Montrer que I’égalité x 4(A4) =0
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ccinp 2018

Soient F un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E. On note A lintérieur de A

a) Montrer que A est un ouvert.
b) On suppose que A est un sous-espace vectoriel de E. montrer que si A # () alors A = E.

¢) On suppose que E = M, (R) et A est I’ensemble des matrices nilpotentes de E. On veut
montrer que A =0/

(a) Montrer que A # () alors 'intérieur de Vect(A) est non vide.

(b) Aboutir & une contradiction.

\ 7
centrale mais hyperclassique

Soient E un espace normé de dimension quelconque et u un endomorphisme de E vérifiant

vz € B, [lu()]| <[]

Pour tout n € N, on pose

a) Simplifier v, o (u — Id).
b) Montrer que
Im(u — Id) N Ker(u — Id) = {0}

¢) On suppose E de dimension finie, établir
Im(u —1Id) ® Ker(u —1d) = F

d) On suppose de nouveau E de dimension quelconque.
Montrer que si
Im(u —1Id) ® Ker(u —1d) = F

alors la suite (v,) converge simplement et ’espace Im(u — Id) est une partie fermée de E.
e) Etudier la réciproque.

Montrer que GL, (R) est dense dans M, (R), on pourra considerer, pour A € M,,(R) les matrices
A— A,

11.4 Compacité

Pour bien débuter

1
Soit (uy,) une suite réelle bornée telle que (u,, + §U2n)n20 converge vers 0.

Montrer que si a est une valeur d’adhérence de (u,) alors —2a 'est aussi. En
déduire que (U,) ne serait pas bornée. Conclure en précisant le théoreme du
cours.
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le plus classique du monde.

Soient K un compact non vide d’un espace normé E et f: K — K telle que :

V(z,y) € K, 2 #y = [If(2) = fW)ll < llz — yll.

a) Montrer que f posséde au plus un point fixe. que veut dire cette phrase...on suppose existence
de deuzx points fixes c1 et co et on montrent qu’ils sont égaur.
b) Justifier qu’il existe ¢ € K tel que :

Vo € K, ||f(z) — || = ||f(c) = |-

c’est une question d’existence, association d’idée compacité existence...il faut voir ¢ comme le
minimum d’une fonction continue que un compact, quelle fonction that is the question

¢) Montrer que f admet un point fixe .

Clairement le candidat est ¢ de la question précédente, si f(c) # c alors on peut améliorer le
record du, monde.

vive les suites extraites

Soient K et L deux compacts. Montrer que

K+L={z+y|lzeK,ye L}

est aussi compacte.

vive les suites extraites

Soient K et L deux compacts non vides disjoints .
Montrer que.

d(K,L) =inf{||lz —y|| |z € K,y € L} > 0.

Montrer, par un exemple, que le résultat est faux si on suppose seulement K et L fermés.

presque le contre ex du cours

On munit E = C([0, 2], R) de la norme [|.||2 définie par :

s
111z = \/ - /0 (f(t))*at.

On considere les fonctions ¢ : t — cos(kt).
a) Soient m,n € N* distincts. Calculer

Hcm_cnug

b) En déduire que la boule unité fermée de E n’est pas compacte.
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généralisation du précédent

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace normée F.
a) Montrer que pour tout a € F il existe x € F vérifiant

d(a, F) = |la — z||.
b) On suppose F' # E. Montrer qu'il existe a € E vérifiant

d(a,F) =1 et|la]| =1.

Pour cela on pourra démontrer

cl) Vy € F, d(a, F)=d(a — y, F).

c2) Pour tout A € K, d(Aa, F) =d(a, F).

Et pour b € E on obtient x par la premiere question et on utilise cl et c2
On suppose 'espace vectoriel ' de dimension infinie

c¢) Montrer qu’il existe une suite (a,, d’éléments de E vérifiant

Vn €N, |lan|| =1 et d(ant1, Vect(ao, ..., an)).

d) Conclure que la boule unité de E n’est pas compacte.

retour des valeurs propres

Soit n € N et A € M,(R) une matrice dont tous les coefficients sont positifs. Pour =z =
(x1,...,2n) €t y = (y1,...,Yn) on écrit x < y si Vi, z; < y;.
Soit

S={XxeR" |3z cR"\ {0}, \z < Az}

a) Soit A € S, montrer qu'’il existe z € R" tel que :

n
OSx,Zwizlet)\xSAa:.

i=1
b) Soit A une valeur propre complexe. Montrer | A € S.
¢) Montrer que S est majorée et expliciter un majorant
d) Montrer que S est une partie compacte.
e) Soit & =maxS. Montrer que « est une valuer propre de A strictement positive associée a un
vecteur propre strictement positif.




Chapitre 12

Intégrales a parametres

—— Conseils \

Quand on cherche a appliquer les théoremes, il faut :
e Ne pas oublier les valeurs absolues ou les modules
e Vérifier que ces inégalités sont vraies ( attention & x > 1 et 2 < 1 de méme pour t).
e Vérifier si la fonction dominante est indépendante de x.
e Ne pas se tromper dans les dérivations quitte & revenir a exp(In..)

Trois exercices : le premier tiers cherche le premier et trouve un volontaire pour
présenter au tableau et le deuxieme...

—— Premier tiers \

Soit f la fonction donnée par
w/2
f(z) :/ sin® () dt
0

a) Montrer que f est définie et positive sur |—1, +ool.
b) Montrer que f est de classe C! et préciser sa monotonie.
c¢) Former une relation entre f(x + 2) et f(z) pour tout > —1.
d) On pose pour z > 0,
o) = 2 (@) f@ — 1)

Montrer que
Ve > 0,p(x+1) = p(z)

Calculer ¢(n) pour n € N*.

e) Déterminer un équivalent & f en —17.

Deuxiéme tiers
On considere les fonctions f et g définies sur R* par :

oo gt T sint
= ——dt et = dt
fa)= [ pdters) = [ 220
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a) Montrer que f et g sont de classe C? sur RT™ et quelles vérifient 'équation différentielle

' +y==
X

b) Montrer que f et g sont continues en 0

c¢) En déduire que
+00 o
t
/ sint ., _ T
ot 2
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~— Troisiéme tiers

a) Justifier que l'intégrale suivante est définie pour tout z > 0

1t:l)—1
f(x>:/0 15t

b) Justifier la continuité de f sur son domaine de définition.
c¢) Calculer f(z)+ f(x+ 1) pour = > 0.

d) Donner un équivalent de f(x) quand = — 07 et la limite de f en +oo.
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Exercices supplémentaires
1) Soit

+oo dt
LT —
frw /0 1+ a3 + 3

a) Montrer que f est définie sur R

b) A l'aide du changement de variable u = 1/¢, calculer f(0).
¢) Montrer que f est continue et décroissante.

d) Déterminer Eg.l f.

2) Soit

()_/-i-oo efthdt
K= 1+

a) Calculer g(0) en réalisant le changement de variable ¢t = 1/u.
b) Etudier les variations de g sur son domaine de définition.
¢) Etudier la limite de g en 4o0.

3) Soit

7T/2 t
f:w/ st gy
0 t+x

a) Montrer que f est définie, continue sur R™*. Etudier les variations de f.
b) Déterminer les limites de f en 07 et +oc.
c¢) Déterminer un équivalent de f en 0 et +oo.

4) Soit f : R — R définie par

1 o—z(1+t?)
f(@) /0 1+¢2

a) Montrer que f est dérivable sur R et exprimer f'(z).
b) Calculer f(0) et Em f.
o0

¢) On note g Papplication définie par g(z) = f(z?). Montrer

d) Conclure




Exercices supplémentaires

5) Soit
+oo e—xt2

frzw— / —d
0 1+¢

a) Montrer que f est définie et continue sur R,
b) Montrer que f est dérivable sur R™ et solution de 1’équation différentielle

y—y'=ﬁ
2\/x

6) Soit
+oo e—xt
Pooe [T
0 1+t
Montrer que F est solution sur R™ de limite nulle en +oo de ’équation

différentielle ]

T
Mines telecom

oo 1 — cos(xt
Soit F(z) = / tQ()
0
1) Montrer que F' est définie sur R.
2) Montrer que Yu € R, |sin(u)| < |u].
3) Montrer que F est de classe C'.

"
mines telecom

On pose
400 g
F(z) = / oot g,
0 t

e tdt.

1) Montrer que F' est définie sur ]0, +-o00].
2) Montrer que F est dérivable sur |0, +oo.
3) Calculer F’ sur ]0, 4o0].

mines telecom

On suppose que f est une fonction continue sur R a valeurs réelles et vérifiant :

Ve eR f(z) =1+ /OI f(t) cos(z — t)dt.

1) Montrer que f est deux fois dérivables.
2) Déterminer f
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mines telecom

1) Donner I’ensemble de définition de F' définie par

+oo —t _ —2t
F(z) = S cos(zt)dt.
0 t

2) Montrer que F' est de classe C! sur son ensemble de définition et préciser F”.
3) Exprimer F a l’aide fonctions usuelles.

mines telecom

+oo e—mt
Soit f : |—>/ —dt.
f 1 V1+t2

1) Quel est le domaine de définition de f 7

1
du t
2) Pour x €]0, 1], calculer / ———. On pourra utiliser le changement de variable u = — et
) J0.1] [ o g ’
utiliser la fonction ¢ — In(t + /1 + t2).

1
du
3) Montrer que | —— ~ -—
) Montrer qu /E o et
4) Montrer que f(x) ~ —In(z).
0

T—

In(z).




Chapitre 13

Equations différentielles

13.1

Equations scalaires du premier ordre

Pour débuter

Résoudre sur |1, +oo[ I"équation différentielle

/

y_

7

2—17" 2z
avec Dse

On considere ’équation différentielle :

(2 +2)y +Bz+ 1)y +y=0. E
a) En cherchant les solutions dse(0) , trouver une solution simple de E (autre que
0).
b) Résoudre (E) sur tout intervalle de R

avec Dse
On considere ’équation
(B):(1-2)y —y=g
ou g :]—1,1[ — R est donnée.
a) Résoudre I’équation homogene associée.
b) On suppose que la fonction g est développable en série entiere

de rayon de convergence R > 1.
Montrer que (E) admet au moins une solution développable en série entiere en 0,

de rayon de convergence R’ > 1 et exprimer les a, en fonction de b, pour tout
n € N.
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Soit I’équation différentielle (E) : (z® — 4z)y’ + (2 — z)y = 4.

1) Chercher une solution polynomiale

2) résoudre (F) sur les intervalles | — oo, 0], |0, 4] et |4, +-00].

3) Faire le raccordement des solutions pour en déduire la solution sur | — oo, 4[, |0, +oo[ et R.

ccinp 2023
On définit la suite (I,) ainsi [y =1 =1letVn>2n=1I,_1 + (n — 1)I,,_o.
“+00
. In n
Smtf.a:l—)ZH:v .
n=0

1) Montrer que le rayon de convergence de f est R > 1.
2) Donner une équation différentielle vérifiée par f.
3) Donner 'expression de f et le rayon de convergence et exprimer I,.

telecom 2023

Donner les fonctions 27 périodiques qui vérifient f/(x) = f(z — ) + sin(x)

telecom 2023

+oo
Soit F(x) = / In(t)e~*'dt.

1) Ensemble doe définition de F.

2) Montrer que F est de classe C! sur |0, +-oc0].

3) Déterminer une équation différentielle dont F' est solution sur |0, +oo], puis résoudre cette
équation différentielle.




13.2. EQUATIONS SCALAIRES DU SECOND ORDRE

13.2 Equations scalaires du second ordre

Autour du théoréme de Sturn

a) On note (Ep) et Ey les équations différentielles :

y7a+w2y:0 277+M2220
(a) Expliciter les solutions ainsi que les racines de ces solutions.

(b) Montrer que, si 0 < w < p alors entre deux racines de y il existe une
racine de z.

b) Soient maintenant g et r deux fonctions continues sur I = [a,b] telles que
r(z) > q(z) pour tout = € [a,b].
On note (E1) et Ey les équations différentielles :

y”‘i’qy:O Z”‘i‘TZ:O

(a) Montrer que toute solution non nulle de y” + qy = 0 on a y(xg) = 0
implique 3/ (xg) # 0.
(b) Soient xg et x1 deux racines consécutives de y, solution non nulle de
(E1) , que dire des signes des dérivées y'(z0) e ty'(z1) ?
(c) Soit z une solution de E5. On pose
x) z(x
w(z) = [y/( ) A )]
y(z) 2'(x)
Calculer w'(z) et montrer que

1

w(ar) — w(ao) = [ (al®) - rO)=()de

o

(d) En comparant les signes de deux expressions de w(z1) —w(x(), montrer
que pour toute solution z de (F3) , z a un zéro dans |zg, x1[ ou z(zg) =
z(xz1) = 0.

(e) Montrer qu’une solution de (Ej) est soit proportionnelle a y, soit s’an-
nule une seule fois dans |xg, z1].

D’autres résultats possibles :

Soit g: R — R, une fonction continue non nulle.

On se propose de montrer que les solutions sur R de 'équation 3" +q(x)y =

0 s’annulent.

Pour cela, on raisonne par ’absurde et on suppose que f est une solution

ne s’annulant pas.

(a) Justifier que f est de signe constant.
Quitte a considérer —f au lieu de f, on peut supposer

Vr € R, f(z) >0

(b Etudier le signe de f”.

)
(¢) Soit a € R quelconque. Quelle est I’équation de la tangente & f en a?
(d)

)

d

(e) En déduire que f’(a) = 0 et conclure.

Montrer que le graphe de f est en dessous de sa tangente en a.
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ccinp 2023

Soit I’équation différentielle (E) : 4zy” + 2y’ —y = 0. 1) Chercher les solutions sous forme d’une
série entiere.

2) Faire le changement de variables z = t* et montrer que (E) est équivalente & 2" — 2 = 0 en
déduire les solutions sur R .

3) Faire le changement de variables z = —t? et montrer que (E) est équivalente & 2” + z = 0 en
déduire les solutions sur R* .

4) Faire le raccordement des solutions pour en déduire la solution sur R.

ccinp 2023

On considere A, B,C des v.A indépendantes suivant une loi de Poisson de parametre A. Soit
I'équation différentielle Ay” + By’ + Cy = 0 et p()\) la probabilité que les solutions de cette
équations différentielles s’annulent une infinité de fois.
Montrer que lim p(\) =1

A——+00

13.3 systeme différentiels

systeme d’équations différentielles d’ordre 1 a coefficients constants
Résoudre le systeme différentiel suivant

' =4x — 2y
y =z+y
Résoudre le systeme différentiel suivant

m'l = —x1 + 3z + el
:c'2 = —2x1 + 4x9

Résoudre le systeme différentiel suivant

:L“':$+8y+et
y =2z +y+e

Résoudre le systeme différentiel suivant

v =z+8y+e
yl:2$+y+e—3t

ccinp 2022

On considere le systeme

¥ = z+cos(t)
y/ _ y+ edt
2 = x+sin(t)

1) résoudre
2) Trouver la solution particuliére telle que x et z soient bornées sur R™ et que x(0) = z(0).




13.3. SYSTEME DIFFERENTIELS

Un plus théorique
exo 1 Soit A € 9M,(R), on considere I'Equation différentielle (E)

1gy —
X' (t) = AX (1) avec X : R — M, 1 (R) et Xo € My, 1 (R). On munit M, 1 (R)
X (0) _ XO ’ ) 5

de sa norme euclidienne canonique.

a) On suppose que A est antisymétrique. Montrer que X est de norme
constante.

b) On suppose que X est de norme constante pour tout Xo € M, (R).
Montrer que VX € My, 1 (R), Xg (AT + A) Xo = 0. En déduire que A
est antisymétrique.

exo 2 Soit A € M, (C). On suppose que toute solution de (E) : Y’ (t) = AY (t)
est bornée.

a) Soit A € Sp(A) et X € E) (A)\ {0} . Expliciter la solution de (F) vérifiant
Y (0) = X. En déduire que A € iR.

b) Soit A € Sp(A). On suppose qu’il existe X €
Ker ((A - )\In)2> \ Ker ((A — AI,)). Calculer Y (¢) lorsque Y (0) = X. En
déduire une contradiction.

¢) Prouver que A est diagonalisable et que Sp (A) C iR.

exo3 Soit A € R* et N € 9, (R) une matrice nilpotente. Montrer que toute

solution de X’ = (A, + N) X tend vers 0 en +oo0.
exo 4 Soit a € R*\ {Ogs} . REsoudre 'Equation diffErentielle 2’ = a A .
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Chapitre 14

Calcul différentiel

mines telecom

Soient A € M, (R) une matrice symétrique inversible, b € R" et ¢ € R.
On étudie application F': R™ — R définie par

F(z)=2TAz + b7z +c.

a) Justifier que F' est de classe C*° sur R".

b) Déterminer les points critiques de F'.

c¢) Calculer la matrice hessienne de F' en tout point de R".
d) A quelle condition F' admet elle un minimum ?

Trouver les extremums locaux et globaux de la fonction f : R? — R? définie par :

flz,y) =2 +y* —2(z —y)*

Ecrit 2023 ccinp

On définit la fonction f : (z,y) — 2° — 2zy + 2y° + e sur R?

f) Etablir que e~ * = x admet une unique solution sur R
g) Démontrer que f admet un unique point critique (zg, 7o) sur R?

h) A T'aide de la matrice Hessienne, démontrer que f admet un extremum local en (xg, yo)-
Est ce un minimum ou un maximum ?

mines telecom

Soient a et b deux réels strictement positifs.
Déterminer le maximum de f : (z,y) — xy sous la contrainte
2 2

x|y
S+t =1

7
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Ecrit 2023 ccinp maroc

Un probléeme d’extremum
(Noté 4 points sur 20 )

On considere la fonction F : R? — R définie par :
V(z,y) € R?, F(z,y) = 2%+ zy + y* — 3z — 6y.
1. Quelques propriétés de la fonction F

1.1 Justifier que la fonction F est de classe C? sur R? et calculer ses dérivées partielles
premiéres en tout point de R?.

1.2 Montrer que la fonction F admet un unique point critique (zg,%0) € R? et le
déterminer.

2. Etude de la nature du point critique (z0,Y0)

2.1 Calculer les dérivées partielles secondes de F' au point (xq, o).

2.2 A l'aide de la matrice Hessienne, montrer que la fonction F' présente un extremum
local au point (xg,yo). Est-ce un minimum ou un maximum local ?

3. Etude plus approfondie de ’extremum en question

3.1 Soit (z,y) € R?; on pose u = z et v = y — 3. Vérifier que F(z,y) = u® + uv +v? — 9.

3.2  Montrer qu’en fait la fonction F' présente un extremum absolu strict au point (xg, yo)-
On pourra remarquer que

Y(u,v) € R w? +uv+0? = <u+f

Analyse

On note T la courbe du plan d’équation z> 4 y* = 1.
Déterminer le maximum de la fonction. f : (z,y) — zy sous la contrainte sur I’

\. J

Analyse

On considére 'espace R™ muni de son produit scalaire canonique et v un endomorphisme de
R™. Calculer la différentielle de la fonction f de R™ dans R qui a z associe (u(z) | z).

Analyse et algébre

Soit f: (z,y) — xy(l —z —y) définie sur :

T={(z,y) eR?| >0,y >0,z +y < 1}.

1) Justifier que f admet un maximum sur 7.
2) Déterminer sa valeur.




Troisieme partie

Probabilités
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Chapitre 15

Théorie et calcul de probabilités

mines telecom

n
Soit @ > 0.Si n € N, on considere que p, = a— est la probabilité qu’une famille ait n-enfants.

On considére que la probabilité qu’un enfant soit une fille ou un garcon est la méme.
1) Déterminer a.

2) Quelle est la probabilité que la famille ait au moins un gargon.
3) La famille a exactement un garcon. Quelle est la probabilité que la famille ait 2 enfants.

81



82

CHAPITRE 15.

THEORIE ET CALCUL DE PROBABILITES



Chapitre 16

Variables aléatoires

Pour s’échauffer :
1) Soient X; et X deux variables indépendantes suivant respectivement la
loi géométrique de parametre p; et pa. Calculer P (X; = X32) et P (X; < X2).
Déterminer la loi de X7 + X5 et de X7 — Xs.
2) On consideére le jeu suivant : on considere une pieéce dont la probabilité obtenir
pile vaut p € ]0,1[. On lance cette piece jusqu’a obtenir le premier pile. On note
X le nombre de lancers qui ont été nécessaires. On relance alors X fois la piece
et on note N le nombre de piles obtenus lors de cette seconde série de tirages.
Donner la loi de X, de N sachant (X = k) puis de N. Préciser 'espérance et la
variance de X et N.
(Espérance et variance seront vues plus tard )

—— l’exercice de base a savoir faire et rédiger

On fixe un entier n € N\ {0,1}. On tire p (1 < p < n) boules d’une urne contenant n boules
numérotés de 1 & n. On note X le plus petit des numéros obtenus et X, le plus grand des numéros
obtenus.

a) On suppose que les tirages se font sans remise. Donner la loi de X; et de X,.En déduire

n
k-1 n
que = .
kz_: <p - 1) <p>
=p
b) On suppose que les tirages se font avec remise. Déterminer X;(2) et X,(€2). Calculer

P(X1 > k) pour k € X;(Q) et P(X, < k) pour k € X,,(Q2). En déduire les lois de X; et

X,.
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—— (Loi du nombre de succes itérés)

Une secrétaire effectue n appels téléphoniques vers n correspondants distincts (n > 2). Pour
chaque appel, la probabilité d’obtenir le correspondant demandé est p appartenant a |0, 1] et la
probabilité de ne pas ’obtenir est ¢, avec ¢ =1 — p.

a) On note X le nombre de correspondants obtenus lors de ces n appels. Donner la loi de X,
son espérance et sa variance.

b) Apres ces n recherches, la secrétaire demande une deuxieme fois chacun des n — X cor-
respondants qu’elle n’a pas obtenus la premiere fois. Soit Y le nombre de correspondants
obtenus dans la deuxieme série d’appels, et Z = X +Y le nombre total de correspondants
obtenus.

(a) Déterminer Z () ainsi que la valeur de P x_;)(Y = h) pour k € [0,n] et h € [0,n—k].
(b) Démontrer P(Z =5)=» P((X =k)N (Y =5—k)).
k=0

(c) Vérifier que (Z) <Z B Z) = <Z> (Z) . En déduire que P(Z = s) = (Z) [1—¢%)*(g®)" ",

Reconnaitre la loi de Z.

—— (File d’attente)

Un péage comporte m guichets numérotés de 1 a m. Soit IV la variable aléatoire égale au nombre
de voitures arrivant au péage en 1 heure. On suppose que N suit une loi de Poisson de parametre
A > 0. On suppose de plus que les conducteurs choisissent leur file au hasard et que ces choix sont
indépendants. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de voitures se présentant au guichet
n°l.

+oo
a) Calculer Py_p) (X = k),0 < k < net justifier que P(X = k) = Z Pn=pn) (X =Fk) P(N =
n=~k

b) En déduire la loi de X (on retrouvera une loi usuelle) ainsi que son espérance et sa variance.
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~—— Des urnes

1) On dispose de deux urnes U; et Us, de six boules numérotées de 1 & 6 ainsi que d’un dé
équilibré. Initialement, I'urne U; contient les boules numérotées 1 et 2, I'urne Us contient les
boules numérotées 3,4,5 et 6. On appelle échange I’expérience consistant a lancer une fois le dé
et a changer d’urne la boule portant le numéro obtenu avec le dé. Pour n € N, on note X,, la
variable aléatoire égale au nombre de boules contenues dans U; apres n échanges successifs.

—k k41
%P(Xn — D+ p(x, =

a) Montrer queVn € N, Vk € {0,..,6}, P(Xp11=k)= =

k+1).
b) On pose U, = (P (Xn =k))ycpcq- Expliciter la matrice A € M7 (R) telle que Vn €
N, Upt1 = AU,.

c) A l'aide de la calculatrice, montrer que A est diagonalisable. Montrer que (Ua,), oy et
(U2n41) ey SONt convergentes et préciser leurs limites respectives. Interprétation ?

2
d) On note V = (k)gcpcs € Mr1 (R) et W = (1)gcpcq Vérifier que VA = §V + W et que
VU, = E(X,).

2
e) En déduire que Vn € N,  E (X,41) = gE (Xn) + 1 puis calculer la valeur de F (X,,) ainsi
que lim E(X,).

n—-+00

2) Une urne contient des boules numérotées de 1 & m. A chaque tirage, on pioche au hasard
et avec remise une boule dans I'urne. On note Y,, la variable aléatoire égale au rang du premier
lancer (autre que le premier) pour lequel le numéro obtenu est supérieur ou égal au numéro obtenu
lors du premier lancer.

Etablir que Vn > 2, P (Y, =n) = — E <Z> <1 — Z> . En déduire lexistence et la
m m m
=0

valeur de F (Yy,,) .
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mines telecom

Soient X,Y deux variables alatoires indépendantes suivant

la loi géométrique de parametre p €]0,1[. On pose U = Min(X,Y) et V = Max(X,Y).

1) Pour n € N*, donner P(X < n) et P(X > n)

2) Donner P(U =n) et P(V =n).

3) Que peut-on dire des événememnts

(X = n) ﬂ(Y = n) et (U = n) ﬂ(V = n) ? Les variables aléatoires sont-elles indépedantes ?

Mines telecom

On considere n urnes numérotées par un indice j de 1 & n, et contenant j boules numérotées
de 1 & j. On tire successivement et avec remise une boule : si on obtient au k-iéme tirage une
boule numérotée i alors le (k 4 1) iéme tirage sera effectué dans 'urne 7.

On note X =i 'événement on tire une boule numérotée i au k-iéme tirage.

e Exprimer P(X;H_l = z) en fonction de P(Xk =j)pour j=1an.

P(Xp=1)

P(X), =2)
e On pose Wy = .

P(X) =n)
Déterminer la matrice A telle que Wy, 1 = AWj. En étudiant cette matrice montrer que (Wk>
converge. k

mines telecom

Soient X .Y des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de poisson de parametre
A € R+,

1) Déterminer la fonction génératrice de X et de 3Y.

2) En déduire la fonction génératrice de Z = X + 3Y.

3) En déduire E(Z) et V(Z)

4) X et Z sont elles indépendantes ?

4) Déterminer le minimun de la fonction t — V(X + tY).

7~
.

mines telecom

On considere un dé a six faces équilibré.

1) Dans cette premiere expérience, on effectue 10 lancers indépendants. Soit T la variable
aléatoire qui donne le premier lancer ou 'on obtient un 6 ( si ’on obtient pas un 6 on dira que
T =0 ). Déterminer la loi de T.

Dans les questions suivantes, on ne limite plus le nombre de lancers de dé.

Notons T;, la variable aléatoire renvoyant le numéro du lancer ou on obtient le n-ieme 6.

2a) Déterminer la loi de T}

Déterminer la fonction génératrice de 77, on précisera sa somme et son rayon de convergence.
2b) Déterminer la loi de Ty — T7.

Déterminer la fonction génératrice de To—7T7, on précisera sa somme et son rayon de convergence.
En déduire la loi de T5.
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mines telecom

1) Donner la définition d’une loi de Poisson de parametre A > 0.

2) Que vaut E(X) pour un telle loi ainsi que V(X)?

3) Soient X et Y deux lois de Poisson indépendantes qui suivent une loi de poisson de parametre
A et . Expliciter la loi de X + Y.

mines telecom

Soient X et Xo deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de parametre
p.
X7 1
A= .
On pose < 0 X2>
1) Montrer que A est inversible.
2) Quelle est la probabilité que A soit diagonalisable.

mines telecom

On suppose que X suit la loi binomiale de parametre n et p.
Montrer que

Probabilités

On lance une piéce de monnaie ayant une probabilité p de faire pile . On note N la variable
aléatoire donnant le nombre de lancers nécessaires pour obtenir un pile.

1) Donner la loi de N, son espérance et sa variance.

Si il a fallu N lancers pour obtenir pile on relance N fois la piéce et on compte le nombre de
fois ou 'on a obtenu pile dans cette deuxieme partie de ’expérience.

2) Déterminer la loi de X ainsi que son espérance.

Probabilités

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Pour ¢ réel convenable, on pose :

n=0
a) Montrer que la fonction Gx est définie et continue sur [—1,1].
b) Justifier que la fonction Gx est croissante et convexe sur [0, 1].

mines telecom

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de parametre p et Y suivant la loi
géométrique de parametre q. Les lois sont indépendnates.

1) Sans calcul, pour n € N, donner P(X > n) (on utilisera l'expérience type associée a une loi
géométrique ).

2) Soit Z =Min(X,Y’), déterminer la loi et l'espérance de Z.
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mines telecom

Soient (a,b) €]0,1[xR%, et X , Y deux variables aléatoires & valeurs dans N telles que
P(X=4Y=5)=0 si i<
e (1 —a)7
1@ — 5)!

Déterminer les lois de X et Y, ainsi que E(x) et E(Y) les lois sont elles indépendantes.

V(i,5) € N2,

P(X =iY =j) = sinon

mines telecom

Soient (a,b) €]0,1[xR7, et X , Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que
P(X=4,Y=35)=0 si 1<y
e % (1 —a)')
31— 5)!

Déterminer les lois de X et Y, ainsi que E(x) et E(Y) les lois sont elles indépendantes.

V(i,5) € N?,

P(X=4,Y=j)= sinon

Enfin des exercices un peu plus difficiles mais avec les corrigés un peu plus tard.
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16.1

On peut refaire un exercice déja vu mais avec le cours sur les familles sommables
Soit X une variable aléatoire a valeurs entieres. Montrer que X admet une espérance si et seulement

si Z P(X > n) est convergente. Montrer qu’en cas d’existence
nz

+00
E(X)=> P(X>k).
k=1
On pourra introduire :

Uyj=PX=j)sii<j 0 sinon.

16.2

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées se-
lon la loi d’une variable X & valeurs dans N. Soit aussi N une variable aléatoire a valeurs dans N
indépendantes des précédentes. On étudie S = X7 +--- + Xy.

a) Justifier que S est une variable aléatoire & valeurs naturelles.
b) Etablir Gs(t) = Gy (Gx(t)) pour tout ¢ de [—1;1].

¢) On suppose que les variables N et X admettent chacune une espérance finie. Etablir Iidentité
de Wald : E(S) = E(N)E(X).

16.3 Galton Watson épisode 2

On considere une famille (X, ), pjen2 de variables aléatoires de méme loi X indépendantes et
(Zn)nen la suite de variables aléatoires définies par récurrence par

ZTL
Zyg=1et Vn € N, Zn+1 = ZXj’n+1'
j=1

On définit p, = P(X =n) et m = E(X) que 'on suppose finie.

Concrétement (Z, ),en modélise ’évolution d’une population dont, & chaque instant n, les individus
meurent en donnant naissance ( de maniére indépendante ) & des nombres d’enfants suivant la loi X.
On suppose que X admet une espérance finie m.

On note Gx la fonction génératrice de X, on suppose que P(X =1)+ P(X =0) < 1.

a) Montrer que pour tout n € N et pour tout i > 0, la variable Z,, est indépendante de Xj .

On veut calculer P(3n € N, Z,, = 0). On note

= P(Z,=0)et 1oo = P(3n € N, Z, =0)

Too représente la probabilité d’extinction.

b) Montrer que 7o, = lim .
n—-+00

c) Montrer que si pg = 1 alors 7, 4,y = 0 et interpréter ce résultat.

d) Si pp = 1 montrer que 7;py = 1 er interpréter ce résultat.
On suppose désormais pg €]0, 1].

e) (a) Gp(0) =m), (et oui).

(b) Montrer que Gx est strictement croissante sur |0,1[, dérivable sur [0, 1].
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(c) G est convexe sur |0, 1].
(d) G est strictement convexe sur |0, 1] ssi pg +p; < 1

(e) Montrer que E(X) =1 ssi pg + p1 = 1. Pour cela on remarquera et on démontrera que :

+o0
E(X)=1+Y (k—1)p
k=2

(strictement convexe c’est la G” > 0.)

Pour n € N, on note Gz, la fonction génératrice de Z,, (définie sur [0, 1]). Montrer que Gz, ., =
Gz, o Gx. En déduire E(Z,).

f) Montrer que 7o, est le plus petit point fixe de Gx sur [0, 1] (point fixe c’est f(a) =a .)

g) Montrer que si m < 1 alors 7o, = 1 et si m > 1 alors 7, est 'unique point fixe de G sur |0, 1].
Faire des dessins.

16.4

a) Ecrire une fonction S(n,p) qui simule une variable aléatoire S,, = Y/n, ou Y suit une loi
binomiale B(n, p).
En déduire une fonction test (n,p) qui affiche les courbes interpolant les points (k, Sg), puis

/Ink Ink
Que remarque-t-on 7

b) Soit t € R et = € [—1;1]. Montrer que

(1= 2)et + (1 4+ 2)e.

etm S
2

DO =

¢) On considere une variable aléatoire X telle que |X| <1 et E(X) = 0. Montrer que exp(tX) est
d’espérance finie et
E(exp(tX)) < cht < exp(t?/2).

d) Soit X1,..., X, des variables aléatoires centrées indépendantes telles que, pour tout 7, | X;| < a;.

On pose

n

Sn=> X

i=1

Montrer
2,
E(exp(tS)) < exp 5 Zai .
i=1

Soit € > 0. Montrer

2
P(S, >¢) <exp (—tz—: + Bl Za%).
i=1

e) En choisissant une bonne valeur de ¢, montrer

62
< S —
B(En>e) < eXP( 2> %2)‘

f) Commenter le résultat observé a la premiere question.
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16.5

Soit (Xp)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes réelles discretes, de méme loi,
d’espérance nulle et prenant un nombre fini de valeurs. Pour tout entier n € N, on pose

n
Sn = Xp.
k=1
a) Fixons un réel € > 0. Posons

ht(e) = sup{et — In(E(e!*1),t € RT}

Remarque du gentil examinateur : c’est la premiere question donc elle ne doit pas étre difficile
, considérer t — t — In(F (1) en dérivant sans trop justifier (’hypothese X prend un nombre
fini de valeurs simplifie les choses). Puis faire un dessin de la situation.

b) Montrer que pour tout n € N*, P(& > €) < exp(—nht(e)).
n

¢) Montrer que pour tout couple (nm) d’entiers naturels non nuls

P(Sn > ne)P(Xnt1 + Xpto + - + X > me) < P(Sppm > (n+ m)e).

d) On admet le lemme suivant auquel on ne comprend pas grand chose :

Soit (un)nen+ une suite d’éléments de [0, 1] telle que pour tout couple (p, g) d’entiers strictement
positifs

p+q P,.q
Uptq < Uply

alors la suite (u,) converge.

S 5
Montrer que la suite <P( > e)) converge vers un réel [ tel que

n
n

I < exp(—hT(¢)).

16.6

On souhaite modéliser le nombre d’arrivées de < clients > dans un < service > durant un laps de
temps 7.
Pour n € N et s,t € R avec 0 < s <, on note A(n, s,t) "événement

< il arrive n clients dans 'intervalle de temps de [s;t] >

On admet 'existence d’un espace probabilisé permettant d’étudier la probabilité de cet événement en
supposant :
(H1) pour tous m,n € N et tous réels 0 < r < s < t, les événements A(m,r,s) et A(n,s,t) sont
indépendants ;
(H2) la probabilité de 1’événement A(n, s, t) ne dépend que de n et du réel t — s. On note

pn(t) = P(A(n,0,1)).

(H3) la fonction pg est continue et po(0) = 1;

(H4) pour tout t € Ry,
+oo

an(t) =1

n=0
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(H5) on a le développement asymptotique

L=po(t) =p1(t) = o(pi(t))-

Cette derniere hypothese signifie que, durant un laps de temps minime, la probabilité d’arrivée d’au
moins deux clients est négligeable devant la probabilité d’arrivée d’un seul client.

a) Justifier que la fonction py est décroissante et que
Vs,t € Ry, po(s +1t) = po(s)po(t).
b) Montrer que py est & valeurs strictement positives et qu’il existe un réel A\ > 0 vérifiant
Vi e Ry, po(t) = e .

c) Justifier

p1(t) = M +o(t) et Vn>2 py(t) it o(t).

d) Soit n € N*. Montrer

n

V¥s,t > 0,pn(s+1) =Y pr(s)pn—i(t).
k=0

En déduire que la fonction p, est dérivable et
Vit > Oap%(t) = )‘(pnfl(t) - pn(t))'

e) Obtenir I'expression de py(t) (on pourra étudier g,(t) = eMp,(t)).

f) On note X la variable aléatoire déterminant le nombre de « clients » arrivant durant le laps
de temps T' > 0. Déterminer la loi de X. Comment interpréter le parametre A7
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