MP2 correction sem 6 Année 2024-2025

PROBLEME 1
Mardi PARTIE I : Etude d’un cas particulier.

1. x4 = ‘X__l 1 X__l 1‘ = (X —1)*—12 = X (X —2) donc Sp (4) = {0,2} et Ey (A) = Vect ((_11>> ,

s (A) = Vect < G) )

. a b c—b d—a
2. Soit M = (c d) alors ®4 (M) = <ad bc> donc

0 —1 -1 0
O (E) = (1 0 > =—FEi2+Ey1, ®(Eip2) = ( 0 1> =—FE11+ Es9,
1 0 0 1
O (Epy) = (0 _1> =FE11—Eyp, P®(Erp) = <_1 O> =F12— FE3
Qy(Er11) Pa(Erp) Pa(FE21) Pa(Ea2)
0 -1 1 0 Eia
_— 1 0 o0 1 Eis
= 10 0 -1 Ess
0 1 -1 o0 B
2 0 0o -2 0 —4 4 0
0 2 =2 0 -4 0 0 4
. 2 _ 3 _ _
3. Un calcul direct donne T = 0 —2 9 0 et T° = 4 0 Y 4T donc
-2 0 0 2 0 4 —4 0

le polynéme X3 —4X = X (X — 2) (X +2) annule 7. Comme ce polynéme est scindé & racines
simples, on en déduit que T est diagonalisable..

4. Comme le polynéme X (X — 2) (X + 2) annule 7" donc Sp (T") C {racines de X (X —2)(X +2)} =
{—2,0,2}. Lamatrice T—0I4 = T n’est pas inversible (C1+Cy = 0, C24+C5 = 0) donc 0 € Sp (7)) .
-2 -1 1 0
-1 -2 0 1
1 0 -2 -1
0 1 -1 -2

La matrice T — 21, = n’est pas inversible (Cy — Cy + C5 — Cy = 0) donc

2 -1 1 0
. 12 0o 1], .
2 € Sp(T) . La matrice T+ 21, = 1 0 9 _q n’est pas inversible (C1+Cy—C5—Cy =
0 1 -1 2
0) donc —2 € Sp (T") . Par conséquent, Sp (T') = {—2,0,2}
1 0
5. D’apres la question précédente, on a : 1 = 8 et g9 = 1 appartiennent a ker (T7') = Ey (T')
1 0
et forment une famille libre (car ils sont non nuls et non colinéaires) donc dim (Ey (T)) > 2.
1
En outre, €3 = _1 appartient a ker (T' — 2I4) = E3(T) donc dim (E>(T)) > 1 et g4 =
-1
1
1 appartient a ker (1T'+214) = E_5 (T') donc dim (E_5 (7T")) > 1. Comme dim (Ey (1)) +
-1
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dim (E3 (T)) + dim (E_5(T)) = 4 (car T € My (R) est diagonalisable) donc dim (Ey (T)) = 2,
dim (F2 (7)) = dim (E_2 (T')) = 1 ce qui entraine que (£1,€2) est une base de Ey (1), €3 est une
base de E3 (T') et €4 est une base de E_5 (T).

PARTIE II : Etude lorsque A est diagonalisable

6.

PLD

On suppose que D = diag (di, ...,d,) . Un calcul direct montre que DE; ; = d;E; j et E; ;D =
djEij donc (I)D (Ei,j) = DEiJ‘ - EiJ‘D = (dZ - dj) Ei,j' Comme Ei,j 75 On, on en déduit que Ei,j
est un vecteur propre de ®p.

Comme P est inversible et que E; j # 0,, on en déduit que F; ; = PEM-P_1 %0, et

4 (F;;) = AF,;—F,jA=(PDP ') (PE;;P ")~ (PE; ;P ") (PDP™)
= P(DE;; — E;D) P! = P(d; — dj) EijP™! = (d; — dj) Fy 5

donc F; ; est un vecteur propre de ® 4.

L’application f : M € M, (C) — PM P~ est un automorphisme de 9,, (C) (car c’est clairement
un endomorphisme de M, (C) qui est de dimension finie et

M € ker (f) & PMP™' =0, & M =P '0,P =0,

(car P est inversible) c’est-a-dire ker (f) = {0n}). Comme (Ej;),, i, est une base de M, (C),
on en déduit que (f (Eij))i<; jcn = (Fij)ii j<pn €St une base de f (9, (C)) =My, (C).

On peut aussi dire que la famille (F;;),, ;,, est de cardinal n? = dim (M, (C)) et la famille
(Fij)1<i j<n et libre (en effet si

Zaiij- = On alors P ZaiJEiyj P_l == On alors Zai,jELj = On alors \V/(Z,]), QG 5 =
1] ]

1,J

car la famille (Ej;), ; est libre).
La famille (F;;),, ;c,, est une base de My, (C) formée de vecteurs propres de ®4 donc $4 est

diagonalisable (car sa matrice dans la base (Fy,;), ; est diagonale) et

Sp(®a) = {di =y, (i.7) € {Lond? = {A=p () € (Sp(4))}

(car les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de A).
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Mercredi PARTIE III : Etude lorsque ¢4 est diagonalisable

9. x4 € C[X] et deg(x4) =n =1 donc, d’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, x 4 possede au
moins une racine z € C. Comme toute racine de y 4 est valeur propre de A, on en déduit que z
est valeur propre de A.

10. Soit X € M, 1 (C) . Comme X # 0,1 (car Xo est un vecteur propre), on le complete en une base
(Xo,€2,...,en) de My, 1 (C) et on considere u 'endomorphisme de M, 1 (C) défini par u (Xp) = X
et Vi € {2,...,n}, u(g;) = Op,1. Soit U la matrice (dans la base canonique de M, 1 (C)) de u
alors PXy = X. Comme (G} ;) est une base de M, (C), il existe (a ;) € C" tel
que

1<i,j<n I<i,j<n

P = Z OziJGZ"j donc X = PXy = Z Oéi,jGi,jX() € Vect (Gi’on, (’L,j) S {1, ..,n}2>

I<i,j<n 1<i,j<n

ce qui prouve que la famille (G; ; Xo) est génératrice de M, 1 (C).

1<i,j<n
11. On a
D4(Gij) = py;Giy done AGi; — GijA = p,; ;G j done
AGi7on - Gi,jAXO = ,uiiji,on donc AGi,on - Gi,j ()\Xo) = ,LLi7jGi7jX0
AGZ'JXO = (/\ + Mi,j) Gi,on finalement G,’J‘XO € E)\-Htm- (A) .

12. D’apres le théoreme de la base extraite, on peut extraire de la famille génératrice (G Xo), <ij<n
une sous-famille (Gi,on)( i j)es qui soit une base de My, 1 (C) . Chacun des vecteurs de cette sous-

famille est non nul (car élément d’'une base) et appartient a un espace propre de A donc chacun
de ces vecteurs est un vecteur propre de A. Par conséquent, il existe une base de M, 1 (C) formé
de vecteurs propres de A donc A est diagonalisable.

PARTIE 1V : Spectre de ¢4 dans le cas général

13. 11 suffit d’appliquer I’argumentaire de la question III.1 & A et ® 4.

14. Comme x4 = x¢4 (d’apres le cours), on a Sp (4) = {racines de x4 = x:4} = Sp (*A).

15. Par définition, on a AX = AX et PAY = pY = ' (PAY) = (uY) & 'Y A = p'Y donc
a(Mxy) = (AX)'Y =X ('YA) = (AX)'Y = X (1Y) = (A= ) XY = (A — p) Mx,y.

Si on pose X = ()<, €t Y = (¥i)1<ic,, alors Mxy = X'Y = (iYj)1<i jan # On- En effet,
comme X (resp. Y') est un vecteur propre, on a X # 0,1 (resp. Y # 0,1) donc il existe
ip € {1,...,n} (resp. jo € {1,...,n}) tel que z;; # 0 (resp. y;, # 0) donc z;,yj, # 0. Par
conséquent, Mx y est un vecteur propre de ®4 associé a la valeur propre A — p donc

V(A ) € (Sp(A)*, A—peSp(Ps) =T CSp(Pa).

16. Par définition, on a
g (My) =aM, ,AMy,— M,A=aM,
AM, — aMy, = M,A (A —al,) M, = M,A

Prouvons par récurrence sur k € N la propriété (Hy) : 7 (A — ad,)* M, = M,A* 7.
Initialisation k = 0 alors (A — oeIn)O M, = I,M, = MyI,, = M,A° donc (Hp) est vraie.
Hérédité. Soit k € N, supposons (Hy,) vraie alors

(A —alp) T My = (A — al,)¥ (A — aly) My = (A — al,)® MaA (MaAk> A = M, AR+

He

ce qui démontre (Hy11) et acheve la récurrence.
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17. Comme x4 € C,, [X], il existe (pr)ocpen, € C"H tel que

x4 (X) = Zkak donc P (X) = Zpk ¥ donc
k=0
P(A) Mo = Zpk —aly)" M, = ZpkMaA’f = M, ZpkA’“ = Maxa (A) = MaOn = On
k=0 k=0

(car le théoreme de Cayley-Hamilton).

18. On procede par I'absurde en suppose que P (A) est une matrice inversible. Comme

P(A)M, = 0,, on peut simplifier par un élément inversible donc M, = 0 ce qui n’est pas
possible pour un vecteur propre. Par conséquent, P (A) n’est pas une matrice inversible.

19. Le polynome x4 appartient a C[X] et il est de degré n donc il est scindé (d’apres le théoreme
de d’Alembert-Gauss). On note S I'ensemble de ces racines et pour toute racine z de yy4, on
note m, sa multiplicité. Comme x4 est unitaire, on a :

=[x -am= I x-2m

2€8 z€Sp(A)
car les racines de x4 sont exactement les valeurs propres de A.

20. En combinant les deux questions précédentes, on a :

P(X) = xaX-a)= J] X—a-N™=
AESP(A)
0 = det(P(A))=det H (A= (a+ N 1,)™ | = H (det (A — (a4 A) I,))"™ =
AeSp(A) A€ESp(A)
N € Sp(4), det(A—(a+AN)I,)=0cest adire IN € Sp(A), a+ e Sp(A)

INeSp(4), FueSp(A), a+rd=pu , a=p—Ael

Ainsi, tout élément o de Sp (P 4) appartient & I' donc Sp (P4) C I et la question IV.3 fournit
I’égalité souhaitée.
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PROBLEME 2
Jeudi PARTIE I : Etude de H

1. Soit « € [0, 7]. En utilisant la relation de Chasles, on a :

H(f)(x) = {riin(:r;t)f(t)dt—l—[r_nin(:ct;t)f(t)dt:{tf(t)dt—i—[mf(t)dt

T

_ / LF(E)dt — m/ F(t)dt.
 —

<
=G(z) =F(z)

Comme les fonctions ¢t — f (t) et t — tf (t) sont continues sur [0, 7], les fonctions F' et G sont
dérivables sur [0, 7] (car il s’agit des primitives de ces fonctions). La fonction z — x 'est aussi
donc la fonction H (f) Pest aussi (comme somme et produit de telles fonctions) et sa dérivée est
donnée par :

<H<f>>':wc'<x>—F<x>+xF'<:c>:xf<x>—F<x>+wf<x>=—F<x>:—/f<t>dt.
0

La fonction F' étant dérivable sur [0, 7], elle y est continue donc (H (f))" est continue sur [0, 7]
d’ott H (f) est de classe C* sur [0, 7].

2. Soient (f,g) € E? et (A\,u) € R?, on a :

™

H(\f +pg) x»—>/min(x,t)()\f—i-ug)(t)dt—/)\min(a;,t)f(t)—i—umin(m,t)g(t)dt
0 0
= AH(f) (x) + pH (9) (x) = H (Af + pg) = AH (f) + pnH (9)

donc H est linéaire. Si f € E alors f est continue sur [0, 7] donc, d’apres la question précédente,
H (f) est de classe C'! donc continue sur [0,7] ce qui entraine que H (f) € E d’ou H est un
endomorphisme de F.

3. En conservant les notations de la question 1, la fonction H (f) est dérivable sur [0, 7] et (H (f))' =
—F qui est dérivable sur [0,7] et (H (f))” = —f qui est continue sur [0, 7]. Ainsi, H (f) est de
classe C? sur [0, 7] et

H(f)(0)=G(0)=0F(0) =G (0)=0, (H(f)) (m)=—F(m)=0
donc H (f) € F et que (H (f))" = —F.

4. Soit z € [0, 7]. On procede par intégration par parties.

H(-r") = = [trr@ave [ 1@a—— 1ol - [ @) +olr o]
0 ™ 0
= —(af' (@) = [f®g) +2 (f (2) = f (7)) = £ (2)

car f(0) = f'(w) = 0 puisque f € F.
5. Soit f € ker (H) alors
H(f)=0=(H(f)"=0& -f=0&f=0=ker (H) = {0g}.

Soit f € Im (H) alors il existe g € F tel que f = H (g). Comme H (g) € F' (question 1.3), on a
f € FdoncIm(H) C F. Si f € F alors, d’apres la question précédente, on a f = H (—f") €
Im (f) donc F' C Im (H) d’ou I'égalité F' =Im (H).
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6. Comme ker (H) = {0}, on en déduit que H est injective sur E donc H est un isomorphisme de
EsurIm(H)=Fet F~':fec F+s —f" Eneffet,si onnote K : f € F+— —f" € E alors

Vf € F, (HoK)(f):H(—f”)(?lfjHoK:IIg

Vf € B, (KoH)(f)=—(H()'=~(-H)=f=KoH=Id.

vendredi PARTIE II : Résolution d’une équation différentielle

7.8 f € G=C®(R,C) alors f" € C®(R,C) = G et D est clairement linéaire donc D est un
endomorphisme de G.

8. Les polynomes X — w et X + w sont premiers entre eux (scindés et sans racine commune car

w # —w puisque w # 0) donc, d’apres le lemme des noyaux, on a :

ker (X — w) (X +w) (D)) = ker (X —w) (D))®ker (X +w) (D)) < ker (D2 —w? IC(}) = ker (D - wIGd>69

f € ker(D—wI&i)@D(f)—wf@f’—wf@EICe(C, fix— Ce¥" =

ker (D —wld) = Vect(z — €*") = ker (D + wld) = Vect (z — e™*7)

10. Montrons pour tout entier k, la propriété (Hy) : ” y est k fois dérivable sur R ”.
Initialisation £ = 0. Comme y est 2 fois dérivables, elle est 0 fois dérivable donc (Hg) est vraie.
Hérédité. Soit k& € N et supposons (Hy) vraie. y est k fois dérivables sur R et y” = w?y donc
y" est k fois dérivable sur R d’ou y est k + 2 fois dérivables ce qui montre que y est k + 1 fois
dérivable sur R. Ainsi, (Hy1) est vraie ce qui achéve la récurrence.

Comme y est k fois dérivable sur R pour tout entier k, on en déduit que y € C* (R,C) = G. En
outre, on a :

' —w?y = 0<ycker (D2 —wQIéi> = ker (D —w%i) @ ker <D—|—w1é:1>
= Vect (z — %) & Vect (z — e %) = Vect (z — %,z > e ¥7)

& I(a,p)eC? y:z— ae" + fe 7,

PARTIE III : Etude spectrale de H
11. Comme ker (H — 0Id) = ker (H) = {0z} (question L.5), on en déduit que 0 ¢ Sp (H) donc A # 0
12. Comme f € E, H (f) = Af et que X\ # 0, d’apres la question 1.5, on en déduit que :

fO)=f(m)=0

1
f=xH()eF= (H(f))”q;gi(—f)@f”—#if_o.

>

f// —

13. w= convient. Si y est solution de (Sy) alors 3" — w?y = 0 donc il existe (o, 3) € C? telle

1
Vo

que y : T — ae’ 4+ fe”“". En outre, on a :

b8 =—«

y(()):() Oz—l—IBZO a w T 4 emWT) =)
{y/(F)ZO < awe?™ — fwe” T =0 < :6’—( ,_/)

>0 car wm,—wTER

p=-a _ B
= { a=0 (+(w(ewﬂ+€7wﬂ'))) <:>yl'|—>0<:>y—0
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14. w = —— convient. Si y est solution de (Sy) alors y” — w?y = 0 donc il existe (a, ) € C? telle

VA
que y : x — ae? 4+ fe”“%. En outre, on a :
yO=0 atf=0 e
Yy (m)=0 awe?™ — Bwe T = () a\w/(e T =
>0
= . . = s .
/v L im/VA = - Z ) =
a(e +e ) 0 (Fw) a2cos<\[\) 0
Si =0 alors § =0 donc y = 0. Si a # 0 alors
T s 1 2k+1
cos | —= = 0 dkeZ, — —+k:7r<:>EIkEZ
<ﬁ> VA2 f 2
20
1 2k+1
& dkeNw=—= i=y x> a(e —ev”
7 5 y ( )
2k+1 2k +1
€ Vect (z — " — e*?) = Vect <x|—>exp< 5 ix)—exp <— 2+m>)
2k +1 2k +1
= Vect(a:&—>2isin< ;— x>>:Vect<:E»—>sin< 2+ az>>
2 1 2 1
Soit k € Net w = k%i, la fonction yy : xr—>sin< k¥ :U) est non nulle, de classe C? sur

[0, 7] et vérifie

1 2% + 1 2%k 4+ 1
yZ—wzykZO@yZﬂnyk:O, ye (0) =0, yp(m) = 5 COS( 5 7T>—0

donc elle est solution de (Sy) .

15. Soit A € Sp (H) alors A # 0 et il existe f € E\ {0} telle que H (f) = Af. D’apres la question
précédente, cela entraine qu’il existe £ € N tel que

<2k:+1,>2 (2k + 1) 4
= — 1 :7@)\:72.
2 4 (2k+1)

2k +1

1
Y

Pour cette valeur, la fonction yi : x — sin < :r) appartient & F'\ {0} . D’apres la question

1.4, 0n a:

1 1
yp =H (—yy) = H (/\yk) = XH(yk> = H (yr) = A\yg

4
donc m est valeur propre de H. Par conséquent, on a :
_|_

4 . (2k+1
Sp(H):{(Zk_H)Q, kEN}, Vk € N, E4/(2k+1)2(H):Vect<a:»—>sm< 5 ;1:))

16. Les espaces propres de H étant en somme directe, on en déduit que la famille de fonctions

(1: — sin <2k + 1:c>> est une famille libre.
2 keN
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