ANA-PLD-4
L’oral dure entre 25 et 30 minutes.
La calculatrice est autorisée.

Exercice
Soit pour = > 0

[e.9]

flo) =3 (=1 (1 + %).

n=1
a) Justifier que f est bien définie sur I = [0, 4+o00[ et qu’elle est dérivable sur I.
b) Donner un équivalent de f en 0.

¢) Donner une expression intégrale de f’ et en déduire un équivalent en +oo de f.

correction
T

a) Pour x > 0, n — In(1 + —) est décroissante ,a pour limite 0 quand n — +oo donc le
n

critere des séries alternées donne la convergence simple de la série donc I'existence de f.
Si on note

falw) = (1" In(1+ )

(-1

, la série E fn converge
n+x

les fonctions sont de classe C* sur [0, +-o0[ et f/ (z) =

simplement, n +— n est décroissante de limite 0 donc le critere des séries alternées
n+x

donne la convergence de la série et la majoration du reste :

= (=)t 1 1 , _
< donc || R, ||ee< la série des dérivées converge
3 IS e el e s vies convers
uniformément sur [0, +oo[ (convergence uniforme du reste vers 0). Donc f est de classe

Cl

Ve>0  f'(z) = Zﬂ.

b) Le DL1 en 0 de f donne la solution :

ou f(0) =0 et f'(0) =In(2).

pour cette derniere égalité, on pourra demander une méthode pour trouver ce résultat par
n

1
ex a l'aide de / (Z(—x)k)dx Finalement :
0

k=0
(@) e
c)
N N
(_1>n—1 _ _1\yn—1 ! z+n—1 o ! :cl B <_t)N o
;n—”_;( 1) /0t+ dt_/ot—1+t dt =



1 ta: 1 t:c-‘rN
= / dt + (—1)N1/ dt.
0 1+t o 141
On majore la derniere intégrale :
1 tI+N 1 1
og/ dtg/t“thz——w

1

tiv

donc f'(x) = dt. En posant t* = u (de classe C' strictement monotone )
o L+t

et par convergence dominée

1 1 1
P 1 1
/ Y —du — —du = =
0 2 2

1+U,L T—00 0

donc f'(z) ~ 5 La sommation des relations de comparaison n’est pas au programme
oo 2T
1

, on finit par la démonstration sur 'exemple de ce théoreme : f'(x) = By + 6(93)2— que
x x

I’on integre entre 1 et x.

Fa) = £(1) = gnta) + [ ett) gt

Pour tout e > 0, on choisit X tel que Ve > X, | e( ) |< € donc

flx) = —ln —{—O+e/ —dt = —ln (x)+C+ = (ln( ) —In(X)) ou C est une constante
1ndependante de x.

1
comme In(x) tend vers +o0o quand x tend vers +oo (cas de la divergence), on a :

1
finalement f(x) ~ 5 In(x).
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Exercice Soient E un espace vectoriel euclidien et v un endomorphisme de E'; on notera
(.| .) le produit scalaire.

a) On suppose que u possede deux valeurs propres réelles A et p de signes opposés. Montrer
qu’il existe z € F non nul tel que u(z) soit orthogonal & z.

b) On suppose u symétrique de trace nulle. Montrer qu’il existe z € F non nul tel que u(z)
soit orthogonal a z.

¢) Montrer que si u est de trace nulle, il existe z € E non nul tel que u(z) soit orthogonal
a z.

d) Montrer que si u est de trace nulle, il existe une base orthonormée de E dans laquelle la
matrice de u est a termes diagonaux nuls.



1 ANA-CT-8

Attention le corrigé ne correponde a 1”énocné

+0o n

x
O = E —_
n pose f(z) 2 nZn 1)

1. Donner le domaine de définition Dy de f.
2. Calculer f(z) pour z € [0,1]
3. Calculer f(1), et trouver un équivalent de f(x) — f(1) lorsque x — 1.

Rép.
1

1. La fonction f est la somme d’une série entiere E a,x" avec a, ~ 52 donc le rayon de
n

convergence est 1 ; et l'intervalle de convergence [—1, 1].

2. il ya convergence normale sur[—1, 1] donc uniforme et cela passe facile
0 2n+1

2
2. Supposons = > 0. On pose x = u? et on obtient f(z) = ag(u), avec g(z) = ; m

La convergence normale dans [0, 1] permet d’échanger / et Z, donc

“+o00
u2n

/ f— —_
g (u) = o

L' intervalle de convergence de cette série est [0, 1], donc pour tout u € [0, 1],

—+00 —+00 u
g//(u) — 2 :u2n—1 — ’LL§ :u2n _ >
1—u
1 0

1
En intégrant, on obtient ¢'(u) = —§(ln(1 —u) + In(1 + u)), puis

g(u) = %((1 —u)In(l =) — (1+u)In(1 + u) + 2u)

1

Finalement f(z) = T((l —Vz)In(1 — ) — (1 + vz)In(1 + /) + 2, pour z € [0, 1].
x

3. Posons x = 1 —t. On cherche un DL de f pour ¢t — 0+.

=1t gt ol
(1—+v2)In(l — Vz) = (%H—o(t)) (—In2+Int+o(1)) = —m72t+ %tlnt—l—o(tlnt).
(14 Vo) In(1+ z) = (2— %t+o(t)> <1n2— it%—o(t)) =2In2 — 1+21n2t+0(t).

1
Finalement f(z)= 2—21n2—|—§tlnt+o(tlnt)>, donc f(1) = 2 —2In2 et f(x) — (2 —

1
2In2) ~ étlnt.
Vérif. : 2—-2In2 = 0.61.

e 1 72
<N = —0s82
£33 5= =08

= 1 1 2
f(1)2221:m:2<20:m—1) :2(§—1) = 0.47.
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Exercice

Onpose:h:mHZ

a)
b)
c)

d)

a)

+oo 1

— n* Inn

Déterminer le domaine de définition D de h, puis montrer que h est continue.
Déterminer les limites de h aux bornes de son domaine.

Déterminer un équivalent de h aux bornes de son domaine.

éléments de correction

pour les plus rapides La fonction h est-elle intégrable sur D 7 Si oui calculer / h(z)dz a
D

I’aide d'une série.

Classique : comparaison série intégrale (au programme en psi avec un énoncé moins fort

qu’en MP), la série définissant h est convergente si et seulement z > 1. D =]1, 400].

Lorsque =z < 1, la série Z est

est divergente car la primitive de =z

nlnn zlnx

1
—a> ou @ > 1 done

Inoln tendant vers +oo. Lorsque x > 1, le terme général est en o(
n

sont continues

convergente. Pour la continuité. Soit € > 0. Les fonctions f, : x +— ] -
nn.n

1
sur D = [ + €, OO[ ||f|| W = O<n1+€

On a donc convergence uniforme sur D, donc continuité sur D puis sur D.

) terme général d'une série convergente.

e Etude en +00 : il y a convergence uniforme sur [2, +00[ et on peut utiliser le théoreme
du cours : lim h(z) = 0.

r——+00

o
e Etude en 1 par valeur supérieure. Soit M > 0, il existe ng tel que Z I >M+1
nn.n

0

car la série diverge. La fonction E
— Inn.n®

est continue en 1, somme finie de fonctions

continues, il existe a > 0 tel que :

Vo €)1, 1+ al,h(z) > H(z) > H(0) — 1 > M.
Donc lim h(z) = +oc.

r—1t

1
On procede par comparaison série intégrale; On pose h(z,t) = YT oux > 1et
n+
t > 2, décroissante en ¢t. Pour n > 3, on a ’encadrement :/ h(z,t)dt < h(x,n) <

/ h(z,t)dt inégalité de gauche valable si n > 2, ainsi :
n—1

1



/+°° dt < hix) < 1 +/+°° dt
x .
o Intitr T ~ In22° o Int.t®

en dominant l'intégrale , par change-

e équivalent en +00 on montre que h(z) ~ o
*1ln

ment de variable u = t* :

+00 +oo , 11 +oo
OS/ dt :/ u duS 1 / A2y — 1 1121_I:O<i>.
5 Int.t® 9e  Ilnuau xIn2 Jo rln21— 2

d’ou I’équivalent en modifiant le terme de gauche de I’encadrement pour faire apparaitre
1

2¢1In 2’
e équivalent en 17, ici c’est 'autre terme qui est dominant, on pose v = Int

/+oo dt _/+oo 6(1—z)vdv_/~+oo e_tdt
o Inta® In2 v (e—D2  t

+o00 e‘tdt +o00
Or pour a > 0, / = [Inte "]t +/ Inte *dt

« (6%
la deuxieme intégrale est convergente quand « tend vers 0 car In est intégrable en 0. Ainsi,

400 —tdt
quand « tend vers O : / ¢

«

le premier terme

[e%

~ —Ilnae™® ~ —Ina. Conclusion A(x) ~ —In(z — 1).

1
d) Pour I'intégrabilité on peut se contenter de faire des études locales , o(—;) en +oo et en 17

I’équivalent précédent donne l'intégralité. Pour le calcul il faut un théoreme d’intégration

+0o0 1
terme a terme. f, sont intégrables, / | fn |= ——— de série convergente, E fn
1 n(lnn)
n
sont convergente vers une fonction continue par morceaux.

+o0

/1 h h(z)dz = Z:; —n(lin)Q.

Exercice

Soit E = R?® muni de sa structure euclidienne usuelle. Soit f € L£(E) tel que la matrice de
f dans la base canonique est :

1 8 6 —10
6 -8 5

a) Vérifier : Ker(f) LIm(f).

b) Ecrire la matrice de f dans une base orthonormée directe de E formée d’une base de
Ker(f) et d’'une base de Im(f).

¢) En déduire la nature géométrique de f.



