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Exercice de cours
On considère les 2 sous-espaces vectoriels de R4 définis par :

F = Vect



1
1
0
0

 ,


1
0
1
0


 .

G =



x1
x2
x3
x4

 ∈ R4 |
{
x1 + x2 = 0

x3 + x4 = 0


1) Donner en justifiant les dimensions de F et G.

2) Montrer que F ⊕G = R4.

On peut donc définir la projection p sur F parallèlement à G

3) Donner une base B′ dans laquelle la matrice de p est :

MatB′(p) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Expliquer à l’aide d’une matrice de changement de bases que l’on explicitera et d’une jolie formule

que l’on rappellera, comment on peut trouver la matrice de p dans la base canonique. Il n’est pas
demandé de finir les calculs.

4) Soit


x1
x2
x3
x4

 ∈ R4, expliciter λ1 et λ2 des scalaires tels que


x1
x2
x3
x4

− λ1


1
1
0
0

− λ2


1
0
1
0

 ∈ G

En déduire la matrice de p dans la base canonique. Vérifier votre calcul en calculant par exemple
la trace.

1 Exercice

On note R[X] la R− algèbre des polynômes à coefficients dans R. Pour tout polynôme P , on note P ′

son polynôme dérivé.

Soit f l’application :
f : R[X]

P
→
7→

R[X]
P − P ′

Soit n un entier naturel non nul. On note Rn[X] le R−espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou
égal à n

1) Démontrer que f induit sur Rn[X] un endomorphisme. On note fn cet endomorphisme.

2) Expliciter la matrice de fn sur la base canonique de Rn[X].

3) Démontrer que fn est un automorphisme de Rn[X].

4) En déduire qu’il existe une unique famille de polynômes s0, s1, . . . , sn telle que :

a) ∀i ∈ J0, nK, fn(si) =
Xi

i!
,

b) (s0, s1, . . . , sn) est une base de Rn[X].
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5) On note id l’endomorphisme identité de Rn[X] et δ l’endomorphisme induit par la dérivation sur le
R−espace vectoriel Rn[X]. Justifier :

(id− δ) ◦ (id + δ + · · ·+ δn) = id

6) En déduire l’expression de si en fonction de X, pour tout i dans J0, nK.

La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raison-
nements entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. En particulier, les résultats non
justifiés ne seront pas pris en compte. Les candidats sont invités à encadrer les résultats de leurs calculs.

Problème 1

1.1

On considère l’espace vectoriel R4. On note (e1, e2, e3, e4) la base canonique de R4.
On considère la matrice A ∈ M4(R) définie par

A =


−7 −16 7 −4
9 −3 −4 −7
7 −4 −7 −16
−4 −7 9 −3

 .

On note f l’endomorphisme de R4 dont la matrice dans la base canonique est A.

1) a) Calculer f(e1), f
2(e1).

b) Montrer que la famille
(
e1, f(e1), f

2(e1)
)
est liée.

2) Montrer de même que la famille
(
e2, f(e2), f

2(e2)
)
est liée.

3) Montrer que la famille B = (e1, f(e1), e2, f(e2)) forme une base de R4.

4) En déduire que pour tout x ∈ R4, f2(x) + 10f(x) + 100x = 0.

5) Écrire la matrice de f dans la base B.

1.2

On se place dans l’espace vectoriel Rd et on considère un endomorphisme f de Rd. Soit x un vecteur non
nul de Rd. On considère la suite (xn)n∈N définie par récurrence{

x0 = x
∀n ⩾ 0 xn+1 = f(xn)

et on note Ex = vect(xn, n ∈ N).
1) Montrer que Ex est stable par f .

2) Soit F un sous-espace vectoriel de Rd contenant x et stable par f . Montrer que Ex ⊂ F .

3) Soit p le plus grand entier tel que (x0, x1, . . . , xp−1) soit une famille libre.

a) Justifier l’existence d’un tel entier p.

b) Montrer qu’il existe des réels a0, a1, . . . , ap−1 tels que

xp =

p−1∑
i=0

aixi.

c) On note E′
x = Vect(x0, . . . , xp−1). Montrer que E′

x est stable par f .

d) En déduire que Ex = E′
x et que la famille B p = (x0, . . . , xp−1) est une base de Ex.

4) On note f̂ l’endomorphisme de Ex obtenu comme restriction de f à Ex. Donner la matrice de f̂ dans
la base Bp.
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5) Montrer que la famille ( Id,f̂ , f̂
2, . . . , f̂p−1) est une famille libre de L(Ex).

6) a) Montrer que pour tout k < p,

f̂p(xk) = a0xk + a1f̂(xk) + · · ·+ ap−1f̂
p−1(xk).

b) En déduire que l’on a
f̂p − ap−1f̂

p−1 − · · · − a0 Id = 0.
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