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Chapitre 1

Démonstration



Année 2024-2025

Démonstrations de cours susceptibles de tomber a
I’écrit

Réduction

° En premier lieu théoreme de décomposition des noyaux.
= Sujet ccinp 2023.

° Les sous-espaces propres d’un endomorphismes sont en somme directe.
= On peut utiliser le lemme des noyaux, ou une récurrence ou des polynémes
de Lagrange.

. Si P e K[X]etue L(E) et (x,\) un couple de vecteur propre, valeur
propre associé alors

P(u)(z) = P(\)z.

( pas obligé de rédiger la récurrence)

.

Les valeurs propres sont incluses dans les racines de n’importe quel polynéme
annulateur.

s Facile & partir du résultat précédent.

.

Les valeurs propres d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie sont les racines de son polynome caractéristique.

1= On écrit des équivalence avec A €Sp(u) ssi ... et non injectivité =(det(u)) =
0.

° @ Si uw et v commutent alors tout sous-espace propre de 'un est stable
par 'autre.
= Application classique : base commune de diagonalisation.

. Si on note d le degré du polynéme minimal de u alors K[u] I'algebre
des polyndémes en u et de dimension d.

= Division euclidienne.

= Question 17 ccinp mp. 2023.

. Si A € Sp(u) alors

1 < dimFE) (u) < ma(u)

i ' = F)(u) est stable par u, donc on peut considérer 4 = ujp et xq divise
Xu mais @ = M dp donc xa(X) = (X — A4 qone dim(F) < my(u)



° @ Critere géométrique : u est diagonalisable ssi y, est scindé sur K et
la dimension des sous-espaces propres est égale a la multiplicité.

= La somme des dimensions des sous espaces propres ( qui sont en somme
directe ) est alors n car c’est le degré du polynome caractéristique, donc les
sous espaces propres sont en somme directe égale a F.

. L’indice de nilpotence est majoré par din(E)
5 En effet P = X? est annulateur donc le polynome minimal divise X?
mais le polynéme minimal est de degré < dim(E).

° Les racines du polynéme minimal sont exactement le spectre.

= Le polynéme minimal est annulateur donc le spectre est inclus dans ses
racines. Mais le polynome minimal divise tous les polynémes annulateurs
donc en particulier le polynome caractéristique qui est annulateur d’apres
le théoreme de Cayley Hamilton.

Espaces euclidiens

° En premier lieu la démonstration de I'inégalité de Cauchy Schwarz .

° Expression de la projection orthogonale sur un sous espace F' de
dimension finie ( & I’aide d’une base orthonormée de F'.)
= Programme de premiére année revu cette année.

. Théoreme sur la distance ( et expression ) & un sous espace de
dimension finie.

= Programme de premiere année revu cette année, le point clef est le
théoreme de Pythagore.

° La matrice de v* en Base orthonormée est la transposée de la
matrice de u.

= Prérequis la matrice d’'un endomorphisme en base orthonormée est

a;j =< u(ej),e; >.

° Un endomorphisme est symétrique ssi dans une base ( dans toutes
les bases) orhonormées sa matrice est symétrique.

= Prérequis la matrice d’un endomorphisme en base orhonormée est
ajj =< u(ej),ei >.
° Les projecteurs orthogonaux sont les projecteurs auto-adjoints. Si

pop = p alors p est une projection orthogonale ssi p* = p

) Si F est stable par u alors F est stable par u*

= Hyper important, le résultat est au programme mais si on en a besoin la
démonstration sera redemandée.

= Plus agréable avec des endomorphismes qu’avec des matrices.

. Le plus souvent demandé : Soit u un endomorphisme symétrique.
On définit symétrique positif et symétrique défini positif & partir du produit



scalaire. Montrer u est positif ssi le Sp(u) C [0, +oo[ . Savoir le faire aussi
avec des matrices.
= Ne pas chercher a faire des équivalences.

) Une isométrie est définie a partir de la conservation des normes.
Montrer que u est une isométrie ssi elle conserve le produit scalaire.
= Pour le sens qui n’est pas évident, il faut connaitre ’égalité de polarisation

1
(ulv) = 5 (Il + vl = [ful® = llo]?).

. Les matrices orthogonales sont définies par ATA = I,. On a
heureusement : la matrice d’une isométrie en base orthonormée est or-
thogonale.

1= On a le droit d’écrire une matrices a I’aide de ses colonnes (par ex ) .

) Les valeurs propres d’une isométrie sont de valeurs absolues égales a
1 ( voire en module si on considere les valeurs propres complexes )

= Facile mais a retenir.

° En dernier lieu théoreéme de représentation des formes linéaires dans
un espace euclidien.

= Pas la plus facile, mais c’est classique : on construit une application entre
deux espaces de méme dimension qui est injective donc bijective.

Probabilité

° Rayon de convergence d’une série génératrice.
= Voir exo ccinp écrit 2019.

° Somme de deux variables aléatoires indépendantes

et fonctions génératrices .

= Voir exo ccinp écrit 2019 deux méthodes imposées E (tX ) et produit de
Cauchy.

= Les fonctions génératrices des lois usuelles doivent pouvoir étre retrouvées
rapidement.

. Deuxiéme formule de l'espérance pour X & valeurs dans N U {+o0o}

B(X) = ffp(x > 1).
n=1

= C’est une application des familles sommables.

° Continuité et dérivabilité d’une fonction génératrice.

= Pour la continuité soit pas le théoreme radial d’Abel ( pour la variable
réelle ), soit par convergence normale ( comme indiqué dans le programme
officiel )

= Pour la dérivabilité le sens facile au programme.



° Inégalité de Markoz, Inégalité de Bienaymé-Tchebychev, loi faible
des grands nombres.
= Surtout I’enchainement des trois.

Analyse

0.1 séries numériques

° Regle de d’Alembert pour les séries a termes tous non nuls.
= Exo 6 banque ccinp.

. TSSA.

= Exo 8 banque ccinp.

° Critere de comparaison pour les séries & TERMES POSITIFS.
= Fxo 7 banque ccinp.

0.2 suites et séries de fonctions

° Continuité de la somme d’une série de fonctions continue qui converge
uniformément.
= Exo 12 banque ccinp.

° Interversion limite intégrale sur un segment.
= Exo 15 banque ccinp.

° La convergence normale implique la convergence uniforme (difficile).
= Exo 14 banque ccinp.

0.3 Topologie

° un compact est une partie fermée et bornée.
= Exo 14 banque ccinp.

o Une partie fermée F' d’un compact K est compact. (facile)
1w Une suite de ce fermé admet une suite extraite qui converge dans le
compact K, mais la limite est dans F car F est fermée.

° Caractérisation séquentielle d’'un point d’adhérent.
= exo 34 banque ccinp
= Dans les exercices, utiliser plutét la caractérisation.

° Caractérisation séquentielle de la continuité.
= exo 35 banque ccinp

° Image réciproque d’une partie fermée par une fonction continue.
= [’espace de départ doit étre 'espace E en entier.



= On le fait pour les fermés , on déduit par complémentaire le résultat pour
les ouverts.

= On utilise caractérisation séquentielle de la continuité, question de cours
précédente, et caractérisation séquentielles des fermées, donc c’est facile.

° L’image directe par une fonction continue d’une partie compacte est
une partie compacte.

= On construit une suite d’antécédents, puis une suite extraite qui converge
dans K et on utilise la caractérisation séquentielles de la continuité.

0.4 Série entieres pas mal de choses

. Convergence normale d’une série entiere sur tout disque fermé de
centre 0 contenu dans le disque ouvert de convergence.
= La norme infinie de  — a,z" est facilement majorée sur le disque ouvert.

° Rayon de convergence de la somme de deux séries entieres.
= Banque ccinp 22.

. Continuité de la somme d’une série entiere sur le disque ouvert de
convergence.

= On applique le résultat 41 la cvn implique cvu et on n’oublie pas de dire
que les fonctions x — a,z" sont continues.

° m Dérivabilité termes & termes de la somme d’une série entiere sur
| — R, RJ.
&= Ne pas oublier de dire que les f,, sont de classe C*

0.5 Etude de la continuité des applications linéaires

° Caractérisation de la continuité d’une application linéaire.
= Banque ccinp 36.

. Une norme triple est sous-mulitplicative :|||u o v||| < |[|u]|]| x [||v]]]-
= C’est I'objet du début du sujet mines ponts 2023 mp

0.6 Systemes différentiels

. Existence exp(A).

= [’acv implique cv en dimension finie et bien comprendre ce que veut dire
acv .

° Continuité de A — exp(A).

= Une des rares fois ou ’on utilise le cours sur les séries de fonctions dans
les evns.

° Dérivabilité de t — exp(tA).



Et histoire de faire 50 questions.
° Théoreme de la limite de la dérivée.
= Exo banque ccinp 4.



Quelques démonstrations

u un endomorphisme de E et P et Q deux polynémes premiers entre
eux.

> Soit z € Ker(P(u)) donc P(u)(z) = 0 et (QP) (u) = Q(u) o P(u) donc
[(QP) (u)] (z) = Q(u)(P(u)(z)) = 0 ce qui donne x € Ker[(PQ)(u)] , ainsi
Ker(P(u)) C Ker[(PQ)(u)] (de méme, on a : Ker(Q(u)) C Ker[(PQ)(u)] ).
> On applique le théoréme de Bézout : Il existe A, B € C[X] tels que
AP + B@ = 1. Ce qui donne

Idy = (AP + BQ) (u) = A(u) o P(u) + B(u) 0 Q(u)
Donc si z € ker P(u) Nker Q(u), on a :

v = (A(w)o P(w) (@) + (B(u) o Qu)) ()
—  A(u)(P(u)(x)) + B(u)(Q(u)(x))

=0 =0
= 0

Ainsi ker P(u) Nker Q(u) = {0}.
> On aker (P x Q) (u) C ker P(u) + ker Q(u) et si x € ker (P x Q) (u),
alors :

7= (AW o P(w)) (z) + (B(u) 0 Q) (z).

€ker Q(u) €ker P(u)

En effet, Q(u) (P(u) o A(u)(x)) = (A(u) o (P x Q)(u)) (z) = et P(u) (Q(u) o B(u)(x))

(B(u) o (P x Q)(u)) (x) =0. Donc Ker[(PQ)(u)] = Ker(P(u))+Ker(Q(u))
Finalement on a montré : Ker[(PQ)(u)] = Ker(P(u)) & Ker(Q(u)).



Année 2025

Ou I'on apprend a utiliser le TFA

Source cours premiére année

2
xr
Montrer que la fonction v : z — / et dt est dérivable sur R
X

X
La fonction ¢ :  — / e " dt de classe C'en vertu du théoreme fondamental
0

42 . e —a?
de T’analyse car t — e~ ' est continue sur R, la dérivée de ¢ est z > e~ *

Or pour tout réel z , ¢(z) = @(x?) — p(z) , par composition de fonctions
dérivables :

2

Vz € R, o' (z) = 2ze " — o7,



Année 2025

Ou I'on apprend a majorer une intégrale

Source devoir été

x
Montrer que la fonction ¢ : x — / e dt est majorée sur sur R
0

b
g=Pour majorer une intégrale f(t)dt il faut que les inégalités soient

a
vérifiées pour tous les “t” entre a et b ( et que a < b) . Donc si 'lintégrale est
xX
se protéger en supposant que x est assez grand ne suffit pas . Heureuse-

ment , il y a la relation de Chasles
On sait si t € [1, 400 alors t* > t et donc e~
Or pour tout z € R™

T 1 T
/ e P dt :/ e_tzdt—k/ e Pt (1)
0 0 1

Donc pour x > 1,

x 9 x
/ e tdt / etdt=et—e @ Le?
1 1

T 1
/ e_tzdt < / e_tzdt +e !
0 0

(le lecteur avisé expliquera pourquoi cette formule n’est valable que pour
x > 1 bien que (1) soit valable pour tout x.)
X

2 —t

<e

Donc pour x > 1

. . 7’ 7 —_ 2 .
Mais, il a été vu que = — e U dt est croissante donc
0

T 1
Vr e RT, / et dt < / e Pdt et
0 0

donc la fonction considérée est bien majorée.
g=En fait avec le cours de cette semaine par domination on peut démontrer

I'intégrabilité de ¢t +— et car e’ =0 (e_t) la fonction est positive elle
oo

—+00
. 2 . . . .
majorée par / e~ dt. Merci les relations de comparaison mes amis pour
0

la vie.



Année 2025

Le corollaire de la limite de la dérivée

Source devoir été

e—fB

2z’

Comment en déduire que ¥ n’est pas dérivable en 0 7

Vz > 0,9 (z) =

Rappel du cours

Si f est une fonction continue sur [0, 1] (par exemple) et dérivable sur
10,1] et si la dérivée de f admet une limite finie en 0 alors f était
dérivable en 0 de nombre dérivée en 0 f'(0) = 21:136 f'(z) (et on ala

classe C1)

Si la dérivée admet une limité infinie alors f n’est pas dérivable en 0 et
la courbe représentative de f admet une tangente verticale.

Si la dérivée n’admet pas de limite la fonction f peut cependant étre
dérivable ( on aura une fonction dérivable mais pas de classe C!

1
Pour le dernier cas = +— mQSin(—) est prolongeable par continuité,
x

dérivable en 0 ( car admet un DL1) mais la dérivée n’admet pas de
limite.

Dans le devoir d’étié

Vz >0, ' (z) = © et 1 est continue en 0. lim +'(z) = +o00. Le corollaire
2\/x x—07t

du théoreme de la limite de la dérivée assure que ¢ n’est pas dérivable en 0

On pourra également penser aux fonctions Arcsin et Arccos . Pour /- cela
marche aussi mais le taux d’accroissement est facile a former.

g=La démonstration du théoréeme de la limite de la dérivée est I'objet de
I’exo 4 de la banque
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Année 2023-2024
Savoir calculer un polynéme caractéristique de degré n

i J] faut ABSOLUMENT dire comment on calcule le déterminant
w Attention aux fautes de signe (—1)'"' donc le terme en bas de
la premiére colonne...

extrait du ds3 E3A 2006

Soit n € N* et E = M, (C). La matrice identité de E est notée I,,.
Soit F' = (fij) la matrice de E définie par:

0 1 0O --- 0
0
F = 0
. L |
i1 0 --- 0 O "

1. Montrer que le polynome caractéristique de F est X" — 1 et
déterminer les valeurs propres de F'.

On note {Ag, 1 < k < n} les valeurs propres de F.

2. La matrice F est-elle diagonalisable dans £ 7 La matrice F' est-
elle inversible ?

3. Calculer F? ou p € Z.
Soit G = {F*,p € Z}.

4. Déterminer la dimension et une base de Vect(G).



r—[ Correction et rédaction }

1. Pour tout z de C, on a

X -1 0 0

0
xr(X)=det(—F+X-1,) = 0

0 1

-1 0 0 X |

et en développant suivant la premiere colonne, on a

X -1 0 - 0 1 0
0o . - : X
xp(X) =X 0 +H(=D)" g
1
0 0 X | 0 0

c’est-a-dire finalement xyp(X) = (X" —1)
Les valeurs propres de F' sont donc les n racines n-iemes de I'unité

2ik
:)\k:exp[ il

suite )

] ,pour k € {1,--- ,n} (numérotée ainsi pour la

. La matrice F' ayant un polynome caractéristique scindé a racines
simples, F' est diagonalisable (et les sous-espaces propres sont des
droites vectorielles). Comme 0 n’est pas valeur propre, F' est
inversible

. Avec le théoreme de Cayley-Hamilton on a F™ = I, et donc
FP = F" ou r est le reste de la division euclidienne de p par n.

. D’apres la question précédente G = Vect {Fk, 0<k<n— 1}.
De plus le polynéme minimal de F' a les mémes racines que son
polynome caractéristique , ¢’est donc son polynome caractéristique
( n racines distinctes ). Le théoreme du cours nous dit que 1’agebre
C[F] est de dimension n.
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Année 2025

Générateurs de O(F)

Groupes et matrices

Montrer que O(FE), 'ensemble des isométries d'un espace euclidien E est engendré par les ré-
flexions (symétries par rapport & un hyperplan ).

1= S’inspirer de la démonstration de : les transpositions engendrent 5,,.

1 Sans indication ce serait difficile, prendre chaque étape comme un exercice

Etape 1 Lemme

Si u et v sont deux vecteurs non nuls de F vérifiant ||u|| = ||v|| alors il existe une reflexion o (ou
I'identité si u = v) telle que

o(u) =o(v).
L
On considére n = u —v et H = (Vect(n)) . On remarque v — v et u + v sont orthogonaux (
(u+v|u—wv)=|ul|®>—|lv|]* =0) et de plus

uU-+v uU-+v
u = + .

2 2
“e (Vect(n)) L.

1
et donc si note o la réflexion par rapport a (Vect(n)) ,onao(u) =w.

u—v

or € Vect (n) et donc ut

On peut alors montrer le résultat par récurrence sur la dimension de E. Pour F de dimension 1 il y
a deux isométries Id et —Id, on peut considérer que les reflexions engendrent O(FE) . Donnons nous
un espace de dimension n et supposons le résultat vrai au rang n — 1. Etape 2 Soit 0 € O(FE) , si
o = Id alors o appartient bien au groupe engendré par les réflexions. Sinon, il existe u et v tel que
o(u) = v. Mais o conserve les normes, donc ||u|| = ||v|| : il existe une réflexion notée : 7 telle que
7(v) = u. Mais alors 7 o o admet Vect(u) comme droite stable, et donc son orthogonal est stable

Vect(u)@H =F

1
on a noté H = (Vect(n)) . Donc 7o 0 est un élément de O(H) ( sa restriction) donc se décompose

en produit de réflexions 7; de O(H ). Mais on définit les réflexions de O(E) comme étant égales a ;
sur H et I'identité sur Vect(u) ( ce sont des isométries et elles laisent toujours un hyperplan stable)

TOO=T10...T, ce qui donne 0 =707 0...T}.



2.2. ESPACES EUCLIDIENS

2.2 Espaces euclidiens
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Année 2024-2025

< u(x)|xr > pour u est symétrique

1 Un calcul a savoir refaire aux conséquences nombreuses.

Soit © un endomorphisme autoajoint : une jolie formule

Soit u un endomorphisme autoadjoint positif de £ euclidien et
B = (e1,ea,...,e,) une base orthonormée de vecteurs propres ( \;
la valeur propre associée. Calculer

<u(z),z >

Correction.

On écrit z = Z < zle; > e; et en vertu de Iorthonormalité de la base

i=1

n

n
<ulz),z >=< (Z < zle; > u(el)>|z < zle; > e >=

=1 i=1

n n n
< Z < a:|ei > )\i€¢| Z < Ji‘ei >e; >= Z < x\ei >2 YR
i=1 i=1 =1

Soit © un endomorphisme autoadjoint positif une équivalence

u un endomorphisme autoadjoint est positif ssi ses valeurs pro-
pres sont positives.

Corrrection En effet supposons que pour tout z € E < u(z),z >=> 0,
c’est en particulier vrai pour les vecteurs propres de u, donc \;||e;||* >
0 et les vecteurs propres sont non nuls, donc les valeurs propres sont
positives.

n
Réciproquement Vz € FE < u(zx),x >= Z < zle; >2 \;. donc si les valeurs

i=1
propres sont positives on a le résultat.

Soit © un endomorphisme autoadjoint : Norme triple

Soit v un endomorphisme autoadjoint , on considére la norme
triple de u subordonnée a la norme euclidienne :

ulll = Supyjp = {l|u()]|,z € E}
Montrer que |||ul|| = Sup{|\|, X € Sp(u)}.



n
Pour tout = € E ,< u(z),u(z) >= ||u(z)||* = Z < zle; >% A7 et ||z]* =

i=1
n

Z < zle; >2.
i=1
Si on pose k = Sup{|A|, A € Sp(u)} on a alors.

lu@)Il < Ell=ll (1)

Donc |||u]]] € k mais I’inégalité 1 est une égalité dans le cas d’un
vecteur propre associé a la plus grande valeur propre en valeur absolue
! D’ou1 la conclusion.

On peut donc en déduire que u — p(u) est une norme sur les endo-
morphismes symétriques et que cette norme est sous multiplicative
car c’est une norme triple.
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Année 2024-2025

Déterminer I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel.
Episode 1.

5 Sans quantificateur cela ne vaut pas grand chose.
= On raisonne soit par analyse synthése soit inclusion plus égalité
des dimensions

exemple écrit ccinp 2021

On désigne, pour n entier naturel, n > 2 :

1. M, (K) le K-espace vectoriel des matrices carrées de taille n
a coeflicients dans K.

2. D,(R) le sous-espace vectoriel des matrices diagonales de
M, (R).

On munit M, (R) du produit scalaire canonique ((A|B) = trace(A”.B)),
déterminer (D, (R))", Porthogonal de D, (R) pour ce produit scalaire,

Correction : je donne ici une correction d’une collegue et apres la
correction les remarques du rapport
M, (R) est muni du produit scalaire canonique :

V(A,B) € M,(R)?, <AB>=Tr(A"B)=> Y ai;bi;.

i=1j=1

On note (E; ;)1<i j<n les matrices de la base canonique de M, (R).

D, (R) est le sous-espace vectoriel de M, (R) constitué des matrices
diagonales. (F;;)i1<i<n est une base de D, (R) et est de cardinal n donc
D, (R) est de dimension n.

Alors D,(R)* est le supplémentaire orthogonal de D, (R), donc

dim(D,,(R)*) = dim(M,,(R)) — dim(D,,(R)) = n? — n.

Posons F = {A € M,(R),Vi € [|1,n]],a;; = 0} = vect({E; ;, (i,5) € [[1,n]]?,i #
Jb)-

(Eii)(i,j)el,n))?,i#; est une base de I et est de cardinal n? —n donc F
est de dimension n? — n.

VA € F, VB € Dn(R), < A‘B >= Z ai’jbiyj = Z Q; g b1774+2 Q; i bi,j =0.
i1~
0

(i,5)€[|1,n|]2 Py :,0./

Donc F C D,(R)*. De plus ces deux sous-espaces vectoriels sont de
méme dimension n? — n, donc sont égaux. Finalement



-Dn(R)L = {A € Mn(R)7V7’ € [|1’n|]>ai,i = O} = VeCt({EiJV (7’73) € Hl,n|]2,z' 7é ]})

Le rapport dit :

Exercice assez peu réussi. On pouvait procéder par équivalence, en
particulier en utilisant une base de ’espace des matrices diagonales.
Certains ont fait une démarche par condition nécessaire oubliant la
réciproque. Enfin, peu savent que le produit scalaire ici est le méme
que le produit scalaire canonique de R,
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Année 2024-2025

Déterminer I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel.
Episode 2.

5 une question tres classique mérite tout de méme une rédaction.
1 A priori rien n’est connu sinon autant admettre le résultat complet
comme dans le sujet E3A 2022

exemple écrit centrale 2017

Montrer que S, (R) et A, (R) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentairds
orthogonaux dans M, (R) et préciser leurs dimensions.

Correction

Je donne ici le corrigé d’un collegue et une autre solution apres.

e L’application ¢ : M € M,(R) — M' est un endomorphisme de M, (R)
vérifiant ¢* = Idry, (v

Il s’agit donc d’une symétrie or S,(R) = Ei(¢) et A,(R) = E_1(¢p) donc
Sn(R) ® A, (R) = M, (R)

De plus soit S € S, (R) et A € A,(R),

avec les propriétés de la trace et par caractére symétrique du produit scalaire,
on a :

tr(S" A) = tr(SA) = tr(AS) = tr(—=A'S) = —tr(A"S) = — tr(S" A)

donc tr(STA) =0 et ainsi S L A

d’ott 5, (R) et A, (R) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires orthog-
onaux

En notant pour 1 < ,j < n, E;; la matrice dont tous les coeflicients valent 0
sauf celui situé a la ligne ¢ et colonne j qui vaut 1.

la famille (E; ; + E; ;) est une base (libre et génératrice) de S, (R) con-

(n+1)
2

1<i<j<n

2

n
stituée de vecteurs de M, (R) qui est de dimension n

n(n—1)
2

n(n+1)

d’oudim S, (R) = 3

et dim A, (R) =

On remarque que

A+ AT A AT
2 + 2
la premieére matrice est symétrique et la seconde est antisymétrique.
Donc E = S, (R) + A, (R)
De plus soit S € §,(R) et A € A,(R),
avec les propriétés de la trace et par caractere symétrique du produit scalaire,
on a :

VA € M,(R), A=

tr(STA) = tr(SA) = tr(AS) = tr(—A"S) = —tr(A'S) = —tr(S" A)



donc tr(STA) = 0 et ainsi S L A

d’ott S, (R) et A, (R) sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux et la somme
est donc directe. Ce sont des supplémentaires orthogonaux.

On pourrait aussi dire que I'application introduite au début est autoadjointe
pour le produit scalaire usuel et donc orthodiagonalisable.
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i Généraliser des méthodes vues lors de de
démonstrations.

wr On rappelle que si F est stable par u alors F'* est stable par u*.
= Il n’est pas interdit de raisonner par récurrence sur les dimensions.
= Si u est auto-adjoint, orthogonal, antisymétrique alors les restric-
tions aussi.

endomorphismes antisymétriques bijectifs journalier

Soit / un endormorphisme de £ tel que f* = —f.

1) Ecrire I’égalité vérifiée pour tout z € F y € E que ’on déduit
de f*=—f.

2) Montrer que pour tout = € F, z et f(x) sont orthogonaux. En
déduire les valeurs propres réelles possibles de f.

3) Montrer que s = f o f est symétrique.

4) On suppose maintenant que f est bijective.

Soit A une valeur propre de s et r un vecteur propre associé.
Montrer que

(s(z) | &) = All2ll* = =|If @)II*.

En déduire que X < 0.

5) On considére toujours z vecteur propre de s pour A.
Montrer que les espaces F =Vect(z, f(z)) et F sont stables par
f et que ’endomorphisme induit par f sur F a une matrice de la

forme
0 —-b .
(b 0 > ou b > 0.

dans une base orthonormale bien choisie. On précisera la valeur
de b en fonction de A.
6) Conclure que la dimension de E est paire.

Correction 1) Yz € E, Vy € E, (f(z)|ly) = —(z|f(v)).

2) Vx € E, (f(z)|x) = —(z, f(z)) donc 2(z|f(z)) = 0. Soit A une valeur
propre et z un vecteur propre associé, alors z et f(z) sont orthogonaux
donc z et Ar sont orthogonaux, x étant non nul il faut A =0

3) (fo ) = (—f)o(—f) = fo f donc 5 € S(E).

4) f est supposée bijective donc 0 n’est pas valeur propre de f donc
f n’admet de valeur propre.Sp(f) C {0}.

Soit A\ valeur propre de s et x vecteur propre associé.

(s(x)|z) = All2l|* = (f(f(@)]2) = (f(@)|f*(2)) = =(f(2)|f(2)) = =||f (@)]]*

Or ||z||* est non nul donc ) < 0.



5) On sait que f(Vect(x,f(:c))) = Vect(f(z), f(f(x))).

of f(f(z)) = Az donc f(F) C F. F est stable par f donc F' est stable
par f* = —f donc par f. Dans une base orthonormale, la matrice de
f est antisymétrique donc de la forme demandée et il faut —b? = \
donc b= v—X ( ) avait été vu négatif. )

6) On démontre par récurrence sur la dimension de F qu’il existe une
base orthonormée telle que

0 —b
(0B e

0 —bo
0 0 0
Matg(f) = <b2 0 )

0 —b,
N ()

On finit par récurrence ( forte )sur la dimension de E Le cas n = 2

a été vu, et de F @ F+ = E on applique le résultat & F pour i = 2

et & FX pour i = n — 2. C’est possible car fir et f‘FL sont encore
antisymétrique. D’ou la forme de la matrice donc n est pair.

Plus rapidement pour n pair : det(AT) = det(A) = det(—A) = (—1)3™E) det(A)
et det(A) est non nul d’ott dim(FE) est pair.
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Autour de AT A

= On pourra revoir le ds7 sujet E3A

1w On pourrait avoir le méme genre de question avec u* o u.

= STl faut apprendre le vocabulaire : définie positive cela veut dire
S,

sujet ds 7

Soit A dans M,,(R). On suppose A inversible.
(i) Justifier que AT A est une matrice symétrique définie positive.

Correction

On montre d’abord symétrique (ATA)T: (AT)(AT)T = AT A, donc A
est symétrique.

Pour la suite soit on montre que les valeurs propres sont positives ou
la propriété du produit scalaire ( les deux sont équivalentes d’aprés
le cours et la fiche 20 )

On calcule

VX € Mna(R), (ATAX | X) = (XTATX)(AX) = [|AX]]* > 0

donc AT A est positive. De plus A est inversible donc A7 A également
et il est connu que

SiH(R) = Sy (R)[ | GL,(R)

(ou encore 0 n’est pas valeur propre )

rang de AT A
Montrer que rg(ATA) =rg(A)

Correction : il faut penser a passer aux noyaux. Tout d’abord

Im(f o g) CIm(f), donc rg(A" A)< rg(AT) =rg(A).

Soit X € KerAT A alors ATAX =0 et en multipliant par X7 & gauche,
on obtient

XTATAX =0 c’est a dire ||AX||> =0 donc AX =0

finalement X € KerA, KerA” A C Ker(A). La formule du rang permet
de dire que

rg(ATA)> rg(A).

( attention on pourrait avoir AA” au départ....)
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racine carrée d’une matrice symétrique positive ( ou
définie positive)

1 On pourra revoir le ds7 sujet E3A

= L’existence est facile

iwDans le cas S, on a Punicité. On lit dans un rapport centrale
mp, que ’unicité n’a été montrée que par 10 pour cent des candidats,
donc ne pas passer trop de temps dessus. C’est hyper classique. on
donne ici la démonstration par le lemme des noyaux. On peut aussi
utiliser les polyndémes interpolateurs de Lagrange.

sujet ds 7 modifié un peu

Soit A dans S;(R). Montrer qu’il existe B symétrique positive
telle que B2 = A
Dans le ds on lapplique 4 AT A voir fiche 24

Correction
En vertu du théoréme spectral, il existe une matrice orthogonale de
diagonalisation P, telle que

A = PTDiag(\, Xa,..., \n)P
les valeurs propres \; sont positives par caractérisation des matrices
symétriques positives ( fiche 20 ). On pose alors
B = P"Diag(V A1, VAa, ...,V An)P.
On a alors B> = A, B est symétrique ( & vérifier rapidement) et les
valeurs propres de B sont positives.

sujet ds 7 modifié un peu

Soit A dans S T(R). Montrer I’unicité dans la question précédente.

Correction : on se donne deux matrices B et B’ symétriques définies
positives telles que B? = B = A.

Pour toute valeur propre o de B ( par exemple) , celle-ci est non nulle
, donc (X — ) et (X + «) sont premiers entre eux. On peut appliquer
le lemme des noyaux :

ker(B—al,)®ker(B4+al—n) = ker(B*~1,,) = ker(B"*—1,,) = ker(B'—al,)®ker(B' +al,)

Mais les valeurs propres de B et B’ sont imposées positives (sinon il
n’y a pas unicité d’ailleurs ),

donc ker(B + al,) = {0} . On obtient 1’égalité des noyaux de deux
endomorphismes diagonalisables. Ces noayux sont en somme directe
égale a tout I’espace. Donc B = B’.
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Beaucoup de théoremes d’analyse dans le devoir 5

TCD
On définit 'intégrale pour n > 1

—+o00 t2
- v
5 /0 1+ t4)n

Montrer que (uy)n>0 converge vers 0.

Faire attention
1= La limite simple doit étre détaillée.
= La fonction qui domine doit étre mise en valeur.
1= Si oubli de valuer absolue = 0 point.

Corrigé

On note pour tout n > 1 entier et tout réel t > 0, f,(t) = ﬁ

e La suite de fonction f, converge simplement vers la fonction nulle. En
effet, si t = 0, alors f,,(t) = 0 pour tout n. Pour ¢ # 0, (1 +t*) > 1, la suite
géométrique converge vers 0 .

e La fonction nulle est continue par morceaux ( hyp qui peut étre omise )
e On avait vu que les fonction f,, était intégrale que [0, +oo[ on le redémontre
par la domination :

V=1, ¥t 20| fult) | f1(t) = qer @(1)

or f1 a été vue intégrable (et est indépendante de n), le ted permet d’intervertir
les symboles intégrale et limite.

TCD

Apres changement de variable (refait en td ce mercredi ).

+o0 -
/ B
o (A+3)"

Up =

S
| F
3| wI=

Donner un équivalent de (up)n>0-
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Lien suites séries

A retenir

n

1
=z [a formule D’euler est obtenue ainsi Z —

25 =1In(k) +v+o(1).

= Les calculs sont parfois pénibles.

= On peut aussi utiliser la sommation des relations de comparaisons,
attention a '’hypothése & termes positifs et les cas convergentes ou di-
vergentes.

Théoréme La série Z (Un+1 —un) converge si et seulement si la suite
n>0

(un)>o0 converge. Dans le cas de convergence on retrouve la somme a

partir de la limite de ,,.

exemple ds4 sujet 2 mines

Montrer que la suite (Z T 2\/ﬁ> converge.

n=1

Correction

n
1
On pose u, = Z ) On étudie alors la série de terme général

Upt1 — Uy On a

n+1 n
(z—z¢m> < 1—2ﬁ)=1 +o(Va -Vt D)
k

3
2n?2



Donc upy1 — up ~ + par comparaison de série a termes de signe
+o00 M2
constants , Z(Unﬂ —uy,) est convergente donc la suite (u,,) est convergente.
n>0
On peut aller plus loin en donnant un équivalent du reste de Riemann voir
la fiche 41
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Comparaison séries intégrales épisode 1

A retenir
= On présente ici le cas des suites numériques voir la fiche 79 pour le
cas des séries de fonctions et 82 pour le cas a trois lettres.
= [] n’y a plus de théoréme au programme .
i On conseille de repasser par des sommes partielles ou des restes
partiels dans le cas convergnetes. En effet, la relation de Chasles est
fausse pour un infinité d’intervalles.
= On traite ici le cas des séries convergentes voir fiche 42 pour diver-
gentes.
1= Le points clef est la décroissance de la série
1 Le cas @ = 1 ne change que par le calcul de la primitive, on retrouve
la formule d’Euler pour son premier terme

Divergences des séries de Riemman a < 1

1
Soit o < 1 alors la série E — est divergente et
nO[
n>1

n
1 1

E :7 ~ nl—a
k& 40 1 —

k=1

Pour le cas a < 0 le terme général ne tend pas vers 0 c’en est réglé.

1
Pour f(z) = —, otz > 0et a <1, on sait que f est une fonction

décroissante. On peut donc utiliser 'inégalité classique de comparaison entre
une série et une intégrale :

/n " @) de < f(n) < / nl f(x) da.

L’inégalité de gauche est vraie pour tout n > 1, et celle de droite pour n > 2.
o

Pour la série E —, considérons la somme partielle Sy donnée par :
n

n=1



En utilisant la comparaison série-intégrale, nous avons :

N q N
/ dx<5N<1+/ fadm.
1 1

% x

Calculons l'intégrale pour aw < 1 :

Ainsi,

Comme « < 1, l'intégrale diverge lorsque N — oo, ce qui implique que la
série diverge également et par pincement d’équivalent ( au programme ) :

n

1 1

k& 40 1 —
k=1

11—«
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Comparaison séries intégrales épisode 2

A retenir

= On traite ici le cas des séries convergentes voir fiche 41 pour diver-
gente.
= Le points clef est la décroissance de la série

Convergence des séries de Riemman o > 1

. L 1
Soit o > 1 alors la série E — est convergente
na
n>1

“+o00

1 1 1
k@ 400 a — 1no—1
k=n
1 . . .
Pour f(z) = —, ot x > 0 et @ > 1, on sait que f est une fonction
x

décroissante. On peut donc utiliser I'inégalité classique de comparaison entre
une série et une intégrale : Pour tout & > n > 2.

k+1 n
/k fydz < fk) < [ f(k) da.

k—1

o0
- 1 - . .
Pour la série ( g —a), considérons le reste partiel Ry donnée par :
n
n=1




Ainsi,
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Sommation des relations de comparaison

A retenir

= [’hypotheses a termes positifs est essentiel.
= Ne pas confondre le cas des séries convergentes ( on compare les
restes ) et des séries divergentes ( on compare les sommes partielles).

deux exemples faciles

Donner un équivalent quand n tend vers +oo de

>
—k+Vk
et

+00 1
g:%k?wc'

Correction
Notons que les deux séries sont a termes positifs et convergente pour la
deuxieme divergente pour la seconde or

1 1
n+/n n—+oo n

et
1 1

n? 4+ n n—+oo n2

par sommation des relations de comparaison des séries & termes positifs :

n

S
P k-_|_ \/E n——+o0o P k n—+oo

k2 + k n—too k2 n—too m
k=n =n

le dernier équivalent n’est pas au programme mais voir fiche 41.
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Continuité par convergence normale sur tout segment

~—— Ce que permet le cours \

= On peut vérifier ’hypothése de convergence uniforme sur
tout segment inclus dans ’ensemble de définition.

= Si ’ensemble de définition est un intervalle ouvert en une
borne finie (]0, +o0[, |1, +o0]) on le fait quasi systématiquement
= On tente la convergence normale sur tout segment sauf le
cas des séries alternées voir fiche 45

1= Ne pas oublier de citer I’hypothése de continuité des f,

exemple issu devoir libre suites et séries de fonctions

Pour tout € > 0, établir la convergence normale de la série de fonctions
Z (z— e*ma) sur [e,+o0o[. En déduire la continuité de la fonction
n=0

Sq sur |0, +o00[ (on explicitera le théoreme utilisé).

Correction
Soit & > 0. Pour tout n € N et tout @ € [, 400, on a: |[e™*""| = e7™" <
€% On en déduit:

VTLGN, 0< ”anoo <€_8n07

ou la norme infinie est considérée sur [e,+o00| (nous avons défini f,, en
préambule).

@

Or nous avons démontré dans la question 2.(b) que la série 26_5” con-
n>0
verge (prendre z = ¢). D’apreés le théoreme de comparaison des séries a
termes positifs, on en déduit que la série de fonctions Z fn converge nor-
n=0

malement sur [e, +00].

Puisque la série de fonctions Z fn converge uniformément sur tout segment

n>0
inclus dans |0, +o0o] et que, pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur
10, +00[ (c’est la composition de Papplication polynomiale x — —zn®, con-
tinue sur ]0, +oo[ et & valeurs dans R, et de I’exponentielle qui est continue
+00

sur R), on en déduit que la somme S, = Y f,, est continue sur |0, +oo.
n=0
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Continuité par convergence uniforme grace au tssa

\

~—— Ce que permet le cours \

= Lorsque la série de fonctions ne converge pas absolument il
ne peut pas y avoir de convergence normale (méme sur tout
segment) .

= ][] faut connaitre la majoration du reste d’une série alternée
en signe

i Obligation d’écrire la norme uniforme du reste , on rappelle
le résultat du cours : il y a cvu ssi il y a cvs et cvu vers 0 du
reste

1= Ne pas oublier de citer I’hypothése de continuité des f,

exemple classique

Pour tout > 0, on pose :

00 n
S(z) = Z [l

n+ax’
n=0 +

Montrer que S est définie, continue sur |1, +o0].
= Dans la fiche 46 on montre que S est de classe C! sur R} mais on

peut montrer la continuité par la convergence uniforme.
Soit & > 0, on pose fp(x) = (;ﬁr , la série Y - fn(z) vérifie (facile-

ment ) les trois hypotheses du TSSA, elle est donc convergente. De
plus pour tout n > 0

1 - 1
(n+l+z) n+l

Le majorant est indépendant de x donc :

vz > 0,|Ra(2)] <

1
n+1
Le reste converge uniformément vers 0 sur |0, +oo[, pour tout n f, est
continue
S est continue sur |0, +00]

N

‘Rn‘oo]o,—i-oo[

Remarque : on peut en déduire un équivalent de S en 0, on ne



peut pas appliquer le th de la double limite qui ne donne pas
1

d’équivalent et surtout fy n’admet de limite en 0. Mais, S(z) — -
va vérifier le th de la double limite car il y a cvu sur |0, +oo[ donc
S(z) — 1 tend vers une limite fine ( —In(2)) donc
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Dérivation termes a termes

L’exemple vu en td trés classique
= Voir la fiche 44 pour continuité) Pour = > 0, on définit :
N~ (D"

S(x)zzn—i-x'

n=0

a) Justifier que S est définie de classe C* sur R¥.
b) Préciser le sens de variations de S.

Correction et rédaction

1= ]les points clefs

e Hypothése classe C! des f, (et pas seulement dérivable ).
e Conclusion sur le signe qui s’applique a la somme.

e convergence normale pour avoir la convergence uniforme.
On note pour z > 0, fp(z) = (;Jlr):, pour tout n f,, est de classe C!, la

série, pour z fixé, 3 o fn(x) vérifie les hypotheses du TSSA donc est
convergente. Pour tout n pour tout z > 0. :

1 1
/
)= —— < =
|fn( )| (7’L—|—l’)2 ~ nQ
Donc || f] ||oo< %2 or la série ) %2 est convergente donc la série Y f/
converge normalement donc uniformément sur [0, +00].
Finalement S est de classe C' et pour tout > 0 :

+00  \n+1
s =3 01
n=0

b) La série définissant S’ vérifié également le TSSA (mais pour la cvu
on peut éviter d’utiliser le TSSA dans ce cas) mais on a en conclusion
que les restes sont du signe de leur premier terme ainsi que la somme.
Le premier terme de S’ est négatif, S est décroissante.
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Utilisation du théoreme de la double limite en +>©

Enoncé du théoréme

soit D, -oun une série de fonctions de A dans F' convergeant uni-
formément vers S sur A, et soit a un point adhérent a A; si, pour
tout n, u, admet une limite [,, en a, alors 27@0 I, converge vers [ et
lim,_,, S(x) = 1.

Dans l'exemple qui suit a = +00, A =|0,4+o00[ et FF =R

exemple

= les points clefs

e Interdiction d’utiliser ce théoréme en vérifiant 1’hypotheése
sur tout segment inclus dans...

e On peut (comme pour tout calcul de limite ) vérifier les
hypotheéses sur UN voisinage de +oo

e convergence normale pour avoir la convergence uniforme.

e Attention a la limite de fj

On note pour z > 0, pour tout n € N, f,,(z) =
On pose : f(x) = >0 fulz).

1) Montrer que f est bien définie sur R . (voir fiche correspondante)
2) Calculer la limite de f(z) quand x tend vers +oc.

_1
14n2x’

Correction

I anLlo’Jroo[ = - la série converge normalement donc uniformément sur
[1,400], Vn > 1, fn(z) tend vers 0 quand x tend vers +oo et la premiere
est égale a 1 le théoreme de la double limite permet de conclure.

f  tend vers 1 quand x tend vers + oco.
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Intégration termes a termes

A retenir
= [] y a trois théorémes possibles, un seul permet de montrer qu’une
somme est égale & 400
1= [’exercice peut commencer par un petit DSE
( souvent série géométrique)
= Dans le cas des séries géométriques on peut tout faire a la main

Premier exemple ( voir fiche 49 pour le deuxiéme) ccinp 2019 écrit

400 2
1
On admet que g — = T et on pose, pour tout ¢ €]0, +o0],
n 6
n=1
te~t
t) = .

Q1. Justifier que la fonction f est intégrable sur |0, +o00] puis, a 'aide
d’un théoreme d’intégration terme a terme, calculer l'intégrale

+oo

t
[~
0 et —1

Correction Au brouillon on fait un DSE de la fonction f puis on rédige en
introduisant la bonne série de fonctions.

Considérons la suite de fonctions (f,)n>0 définie sur |0, +oo[ par

fn(t) — tef(nJrl)t.

e Vn > 0, f, est continue et intégrable sur |0, +oo] car f,(t) =0 (1/t%) et

sont continues en 0 (on ouvre en 0 pour la somme de fonctions pour obtenir
I’expression de f qui n’est pas définie en 0, on peut également prolonger par
continuité f en 0.)

e la série de fonctions converge simplement sur ]0, +-o00[ vers f qui est con-
tinue sur |0, +ool.

e Pour tout n, f, est une fonction positive. On peut donc inverser les
symboles intégrales et somme

+o0 t +oo
/0 it = > falt)dt.
n=0




On finit par des calculs de primitives classiques.
Par double intégration par parties , on trouve ( ou en retrouvant I'(2) par
changement de variables.

/m Fot)dt = —
0

(n+1)?
/+oo + dt—io 1 B -
o -1 “(n+1)? 6

Finalement

On pourra aussi voir le sujet 2021 ccinp. Comme quoi le concours aime
bien ce genre d’exercices. Attention des fonctions f,, sont négatives donc
introduire —f,, et au moins le notifier. Et pour casser en 2 la somme faire
appel aux familles sommables.

ccinp 2012 proposé cette année en ds ou dns

On note f la fonction définie sur |0, 1] par :

Int
t = ——
Q1. Soit k € N. Justifier 'existence puis calculer I'intégrale

1
I :/ 2k Int dt
0

Q2. Justifier que la fonction f est intégrable sur |0, 1[, puis

démontrer que :
1 2
t)dt = —
| =%

On pourra utiliser librement que :

==
=n 6
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Intégration termes a termes : contraposée

A retenir
= [] y a trois théorémes possibles, un seul permet de montrer qu’une
somme est égale & 400
= ]ci les fonctions f, ne sont pas positives.
1= [’hypothese la plus importante du théoreme d’intégration terme a

+oo
terme est la convergence de g / | fn | - L’exercice suivant illustre
n=0 0
ce point .

Deuxiéme exemple ( voir fiche 48 pour le premier) ccinp 2015 écrit

On note I =|0, +o00[ et on définit pour n entier naturel non nul et pour
x €1, folr) =e ™ — 22",

1. Justifier que pour tout entier naturel non nul n, les fonctions f,

+00
sont intégrables sur I et calculer / fn(x)dx. Que vaut alors
0

400 400
la somme Z </0 fn(a:)dx> ?

2. Démontrer que la série de fonctions E fn converge simplement
n>1
sur I. Déterminer sa fonction somme S et démontrer que S est

+oo [+
intégrable sur I. Que vaut alors / (Z fn(ac)> dx ?
0

n=1

3. Donner, sans aucun calcul, la nature de la série

> ([ ini).

n=>1

Correction

1° Les fonctions f, sont continues sur [0, +oo[ (I’énoncé ouvre en 0 encore

une fois pour la somme ) et intégrables car | f,(¢) |f o (1/t%)
oo

Le calcul des primitives ne pose pas de problemes



donc

+oo [+o0
/ (Z fn(:c)> dx =0
0 n=1

2) Pour z > 0 les séries géométriques E e " et E e 2% sont convergentes

n>1 n>1
, et

too ) e T e~ 2z

—nx —2nxr __ _
g e " —2e —1_e_x—21_e_2x—5(x).
n=1

La série de fonctions g fn converge simplement vers S une fonction con-
n=1
tinue par morceaux et apres simplification

e_x
T 1gew

S est positive , on démontre son intégrabilté et on calcule I'intégrale en
/

. u
méme temps :(—)
u

S(a)

+o0o
/0 S=[-In(1+e*)]J> =In(2).

oo [+
/0 (Z fn(x)> dx = 1n(2)

n=1

3) On a

+oo (10 100 rtoo
/ (;fnm) dx#%(/o Fal)dx))

la conclusion du théoreme d’intégration terme a terme est fausse donc une
des hypotheses est fausse. Vu les questions précédentes cela ne peut étre
que :

+o00
Z </ |fn(93)!dx> est divergente.
0

n>1
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Tcd

A retenir
= Le tcd s’applique pour les suites de fonctions. Pour les séries voir
une autre fiche , on passe par les sommes partielles.
= La fonction dominante doit avoir trois propriétés : l'inégalité doit
étre juste, ¢ indépendant de n et ¢ intégrale.
1= J] existe une version & variable continue ( z au lieu de n) chapitre
intégrale a parametre.
1= On peut utiliser ce théoréme sur un segment.

TCD sur un segment

On note pour n € N :

INE]

un:/ tan" (t)dt.
0

Déterminer la limite de (uy)n>0-

Correction

On introduit la suite de fonctions f, définies pour tout n > 0 et pour
T i
t € [0, Z] par fn(t) = tan™(t). Pour t € [0, Z[’ on a une suite géométrique
T

de raison < 1 et pour ¢ = — la suite est constante égale a 1. La suite f,

converge simplement vers la fonction f continue par morceaux égale a 0 sur
s i

0,—|etalen —.

[ 74[ 4

Reste a dominer, or
T
¥n > 0,9t € [0, 71| falt) [< 1

T
La fonction t — 1 est évidement intégrale sur [0, Z]’ le théoreme de conver-

gence dominée de Lebesgue permet de conclure :
us

T
(Un)n>0 converge vers / f=0.
0
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Tcd

A retenir
= Le tcd s’applique pour les suites de fonctions. Pour les séries voir
une autre fiche , on passe par les sommes partielles.
= La fonction dominante doit avoir trois propriétés : l'inégalité doit
étre juste, ¢ indépendant de n et ¢ intégrale.
1= J] existe une version & variable continue ( z au lieu de n) chapitre
intégrale a parametre.
1= On peut utiliser ce théoréme sur un segment.

TCD sur un intervalle variable

—x

a) Soit x € [0,n]. Montrer que (1 —x/n)" < e

b) En déduire ILm / (1 —=z/n)"dx.
n—oo =0

Correction .

a) On a Vz € [0,n], — € [0,1] puis In(1 —z/n) < —z/n puis par composée
n

par des fonctions croissantes : (1 —z/n)" <e *.

b) On introduit les fonctions f,, définies par morceaux par

o [0,400] = R

T (1—£)"sia:<n
n

0 sinon

/;O(l a/n)" da = /0+O° I

La suite f,, converge simplement vers la fonction x — e 7.
T

x > 0 il existe un N tel que Vn > N, fp(z) = (1 — —)" et un DL permet de
n

conclure.
On a vu

alors

En effet pour

Vn, Vx| fo(z) |[<e7%,



car cette inégalité est vraie pour z > n, et a été vue au a) pour x < n. De
plus z — e % est intégrable, indépendant de n sur [0, 4+o00[. Le théoreme de

convergence dominée de Lebesgue permet de conclure
n

+oo
lim (1—x/n)"dx:/ e *dr = 1.
0

n—oo =0
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Tcd

A retenir
5 Le tcd peut s’appliquer pour les séries : on passe par les sommes
partielles .
= A utiliser quand les f,, ne sont pas de signes constants, et que la série
numérique finale est seulement convergente et pas absolument conver-
gente.
= On peut parfois (souvent ) se passer du tcd en majorant grossierement
le reste. Par ex dans le cas des séries géométriques.
= On ouvre parfois les intervalles d’intégration car on peut avoir des
probléemes de convergences des séries
Bilan ...c’est bien pratique le ted

TCD par les sommes partielles

(a) Montrer que pour tout a € R et b € RY

+oo (_1)71 /1 tb_l
D A
an+b o 1+t

n=0

+oo
P (=1
(b) En déduire la valeur de E .
o 3n+1

Correction

Encore une fois on débute par un dse et on introduit les bonnes fonctions :
On considere Vn > 0 f,(t) = (—1)"t"*"*~! définies sur ]0,1[ . La série de
fonctions converge vers une somme S connue et continue ( par morceaux) et

tbfl
vt €]0,1], S(t) =

1+t

1— (-1 n—l—lt(n—i-l)a
De plus Vn > 0 S, (t) = ( 1)+ a

(Sy) converge vers S. On domine facilement sur le segment [0, 1] cette suite

x t*~1 et par définition la suite

| Su(t) 1< 2677 = o(t)

Or ¢ est intégrable sur ]0, 1] car équivalente en 0 & la fonction de Riemman



intégrable t*~! .Le théoréme de convergence dominée de Lebesque permet de
conclure

1 1
im [ S, (t)dt = / S(t)dt.
0

n—-+oo 0
9u encore
o 1 4b—1
—1)" t
SO [
=0 an + 0 +

A noter : on a un probleme d’intégrale impropre en 0 & cause de t*~! et de
convergence de série géométrique en t = 1.
b) Le calcul donne

+o00 1
(=" a1 -
Z I+l S = ng(Q) + Wk sauf erreur.

n=0
On peut se passer du TCd en majorant l'intégrale du reste, et en inversant

les symboles sur les sommes partielles.
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Comparaison série intégrale pour la fonction (

Rappels

= les points clefs

e La monotonie des fonctions est essentielles.

e La relation ce Chasles infinie n’existe pas, donc revenir a des sommes
partielles ou au moins le dire.

Enoncé et corrigé d’apres ds 2

On a défini pour = > 1 :

Etude des limites en +o00 et 1.

Fixons z > 1 et n > 2. Par décroissance de la fonction ¢ — tlm (qui est bien
continue par morceaux...) sur les intervalles [n;n+1] et [n—1;n], on obtient

n+1 dt n+1 dt 1
/ w S / vy
n t n n n

/ modt / "odt 1

= > -

n—1t* n—1M* ne
Cela donne 'encadrement voulu :

/”H dt _ 1 _ /" dt

" tr = ne = 1 tr

Fixons un réel x > 1 et un entier N > 2. En sommant les inégalités obtenues
en . pour n =2--- N, on obtient :

ainsi que

Nt L1 K oa
S [ty Loy [
n=2"" v n=2 n n=2vn-1 v

c’est-a-dire (par la relation de Chasles)

N+lg N N gt
/2 tw<znw</1 =



ou encore N

N 1 l—x 2171 1 leac -1
WN+1) < <
ne
n=2

1—=x 1—=x

En faisant tendre N — +o0 et en ajoutant 1 , on obtient (puisque 1 —z < 0

B

91—z =<1 1
1-— <1 — <1
1—=x +nz:2nm 1—=z

c’est-a-dire

1 1
I+ ——57 < <l4+—7
T S st o—
Puisque lim,_,q+ (1 + W) = 400, la minoration de ((x) obtenue

montre que lim, 1+ ((z) = 400
Puisque lim,_, 4 o (1 + W) = limg 400 (1 + ﬁ) = 1, ’encadrement

obtenu montre que lim, o ((x) =1
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Comparaison série intégrale a trois lettres
Le crucial probléme des trois lettres
| Il est important de bien définir les fonctions ]

1 Dans le ds9 le sujet était trés détaillé ici moins plus dans I’esprit MP.

1z Encore une fois sans introduire des fonctions des bonnes variables pas d’espoir.

1 On peut trouver la limite en +oo par le théoréme de la double limite par convergence
normale sur [1,+o0l.

i On peut démontrer la continuité par convergence normale sur [a, +co| pour tout a > 0
voir fiche correspondante.

d’aprés DS9
00 1

On considére F(z) = Z Montrer que F' est définie sur |0, +oo[ et a ’aide

—~ 1+ 4n2g2’
d’une comparaison série intégrale, donner un équivalent de I en 0" et la limite de
I en +oo.

éléments de correction ]

<

~X 9
. + 4n2x? | 4n2x? ) ]
de Riemann référencée convergente. D’aprés le théoréme de comparaison des séries a
termes postifs, I’ est définie pour z > 0.

Pour tout = > 0, Pour tout n > 1, on a | 1 terme général d’une série

1
On introduit pour tout x > 0 et pour tout t € R, f.(t) = [T cette fonction est
x
décroissante en ¢ donc
Ve >0,Vn>1 L < /n L dt
x n > ——— < ——dt.
’ 1 + 4n2x? no1 1+ 4222

L dt < !
1+412227 © 14 4n222
En sommant la premiére inégalité de 1 a N la seconde de 0 & N, puis en faisant tendre

N vers +oo, l’intégrale a été vue convergente en +oo ( dans un sujet de concours dans
une question précédente) et la série convergente , on a

g © qt
ves0 [ — 1< F@)< | —S
‘ /0 11 4222 (z) /0 11 4222

Or l’intégrale se calcule a ’aide d’une intégration par parties :

/°° dt oo
o 1 +4t22 4

n+1
Ve >0,Vn=>0 /

finalement



T T
——-1<F < —.
4o (z) 4o

F' est clairement positive dominée par une fonction qui tend vers 0 en +o00. Les parties
gauche et droite sont équivalentes en 0" a 42, par pincement d’équivalent :
x

F(z) ~ —

e—0t+ dx’
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Série entiére :le théoreme radial d'Abel.

1 Le lecteur avisé remarquera que ce théoréme permet de conclure des questions qui

étaient assez délicates avant 2022.

1 Attention uniquement les cas réels : on peut citer ainsi le théoréme . La somme d’une

série entiére est continue sur son ensemble de définition réel.

L’exemple trés classique

Montrer que

Correction

Tout dépend ce que ’on considére comme du cours, mais partons de la série géo-
métrique

+o00o
1
Vz €] —1,1], —1)kgk = .
|- L1 Y (-1t = ——
k=0
Par primitivation d’une série entiére, sur | — R, R[ , on obtient :

+0o (_1>kxkz+1
VLE' G] — 1,1[, 1H(1+SL’) :Zk——l—l

k=0

= S(x).

(_1)kxk+1
Or la série entiére Z k—4—1

k>0
les vérifications ), donc ’ensemble de définition de la somme est | —1,1], et elle y est

continue :

est convergente en x = 1 d’aprés le TSSA ( on laisse

lim In(1 = lim S 7317%0(_1),6
lim In(1 + ) = lim S(x) = S( )—M Tr 1
c’est a dire .
&2 (_1>k+1
l pr—
(2) .
k=1
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Application des séries entiéres pour les suites numériques.

1= Les théorémes d’interversion de symbole s’appliquent aux séries entiéres sur | — R, R|
= Bien lire les questions, montrer qu’un rayon est plus grand qu’un réel ( par ex 2) cela
revient & majorer le terme général ( en valeur absolue) par 2". Donc pas si difficile.

L’exemple vu en td
1
t’n
Pour n € N, on pose a, = / T tdt. Prouver que le rayon de convergence de Zanx”

0 n=>0
est non nul et calculer sa somme.

Correction
On a .
vneN, Vi e [0,1], )
1+¢
Pour tout 93 E - 1,1],

+Ooax /—dt f(/l <Z€SC)ndif)
" 1+t =\ Jy 1+t

*O

‘<1d0nc la,| < 1et R>1.

On pose fn( ) = et || fullp1,00 < [2"] 5 la série Z fn converge normalement donc

1 —|— t
n=>0
uniformément sur [0, 1] un segment, on peut inverser les deux symboles.
- S [[ (S [ et
x) = apx’ = = :
On fait une décomposition en éléments simples :

1
1 1 X 1 1 1
S(z) = ( )dt: In(1+1) —In(1 —tz)]} = In(2) — In(1—
(@) /0 T+z\1+t 1—tz 1+J;[n( +t)—In(1—tz)], x(n() n(l—ux))
On pourrait décomposer S en série entiére pour retrouver par unicité du DSE
I’expression de a,,.
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Série entiére : étude aux bornes.

1 Le lecteur avisé remarquera que la démonstration s’adapte & de nombreux cas.
1 Le point clef est la monotonie de la fonction somme.

L’exemple vu en td trés classique

(£

. 1s x
On considére E \/_
n
n=>1

Donner le rayon de convergence, on note S la somme. Montrer que :
lim S(z) = +oo.

rz—1—

Correction et rédaction

Le rayon est égal 1 résultat du cours, de plus comme pour tout 7, v/n > 0 on a

+o0 "
T — E T est croissante .
n
n=1

De deux choses I’'une soit S est majorée et admet une limite en 400 soit S tend vers

+o00.
Supposons S majorée par M alors

" gk X gk
Vn,Vz € [0, 1], — < — <M
O ES &R
Donc
Vn,Vx € [0, 1], — <
[ [k:1\/E

On peut passer a la limite dans la somme finie qui est polynomiale donc continue
enl:

Les sommes partielles de la série de Riemann avec o = 5 serait majorée, contradic-
tion. Finalement

lim S(z) = +oo.

T—1-

Remarque il n’y a donc pas cvu sur [0, 1] mais on le savait déja & cause du th de la
double limite qui ne peut pas s’appliquer.
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Produit de Cauchy de deux séries entiéres a reconnaitre .

1= On conseille fortement de revenir aux produit de Cauchy des séries numériques.
1w Le terme agz’ existe toujours pour les séries entiéres, donc faire débuter les séries a
0 et bien noter si besoin q¢ = 0.

L’exemple vu en td
On pose ag = 1 puis a,,1 = Zan_kak.On suppose qu’il existe R > 0 tel que la série
k=0

entiére E upz" converge sur |R, R| et on note S (x) sa somme.

1. Pour z € |-R, R, calculer (S (z))® et en déduire que
Ve e]-R,R[, z(S(z))*—-5(z)+1=0.

1—-—+vV1—-4x

2. Montrer que S (0) =1 et que Vz € |[-R, R[\ {0}, S(z)= o

2n)!
3. En déduire que Vn € N, aq, = (2n)

1
= — " et = -
n!(n+ 1)! et que 4

Correction

1) Dans I’énoncé original I’équation fonctionnelle n’était pas donnée mais au niveau
ccinp elle le sera.

On effectue, pour z €] — R, R[, le produit de Cauchy de S par elle méme, licite car il y a

absolue convergence.
oo

S(z) x S(x) = chx” ol

n=0

n
Cn = E ApQp—f
k=0

Pour n =0 ¢y = a% =1et pour n>1, ¢, =a,.; donc
+oo
S(a)? =1+ Z A1 2"
n=1
puis
“+oo
2S(z)? =z + Zanﬂx”“ = S(z) -1
n=1

2) On résout I’équation du second degré pour z # 0 , zX? — X + 1, on trouve

1 — /1 + signe(z)dx
2z

siz<1/4, Ve #£0, S(z) =

2xS(zx) — 1

V1 —A4zx
2 valeurs donc est constante. Mais S est définie en 0, il faut avoir une forme indéterminée
pour espérer une limite finie en 0 donc signe(x) = —1 pour tout .

ou signe(x) = +1. Mais signe(z) = qui est continue |0, min(R, 1/4)[, ne prend que



rem : On a ce genre de raisonnement pour déterminer une expression de la fonction
réciproque du ch.

1—-—+v1—-4x
2z

3) Aprés développement en série entiére de v/1 — 4z on obtient

Vo #0, S(z) = et S(0) =1

Vo €] —1/4,1/4], — Y-

1— 1 —4z *ib .,
= nl .
2z —

et en récrivant les coefficients du binéme généralisé, on trouve un coefficient du binéme

classique :
1 2
by = ( ”)
n+1\n
+00
Or la somme de la série entiére T'(z) = anx" définie sur | — 1/4,1/4[ vérifie I’équation
n=0

fonctionnelle , par unicité de la définition des a, , on a pour tout n
a, = b, et le rayon de la série initiale est bien 1/4 ( si le rayon était > 1/4 touts les calculs

seraient valable sur un intervalle incompatible avec 1’équation fonctionnelle.
Vn € N, an:@—n)!et R:l_

n!(n+1)! 4
Tout ceci n’aurait pas beaucoup d’intérét si la relation de récurrence des a, n’avait
pas été trouvée par une autre méthode. Ces exercices sont a inclure dans le cours
dénombrement-probabilités. On pourra voir I’exercice trés classiques sur le nombre de
permutations ayant p points fixes.
https://www.xif.fr/public/priC3%A9pas-dupuy-de-17%C3%B4me-maths/exercices-sp%C3%A9/analyse,
s%C3%A9ries-enti’C3%A8res.pdf
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Convergence normale dans le cadre des evns

uniquement question Q5 pour rentrée janvier 2025

—— Ce que permet le cours N\

= La norme infinie est a bien comprendre. :

| fnlloo = Sup,ep{N(f(z))}

ou N est la norme de F.
1 Presque toujours dans le cadre des matrices voire des en-
domorphismes avec une norme d’algebre.

\ v

sujet ccinp 2021

Dans cet exercice, || .|| désigne une norme d’algebre sur M,,(R). c’est-
a~dire une norme vérifiant. pour tout couple (A, B) de matrices de
Ma(R), |4.B] < |IA] | BI.

Q5. Démontrer que pour toute matrice A de M, (R), la série

E l'Ak converge. On notera e” sa somme.

k>0

Q6. Démontrer que l’application A — e? est continue sur M, (R).
Q7. Si H € M, (R) est une matrice non nulle de la boule de centre

1
0 et de rayon r > 0, déterminer la limite de m Z EH * lorsque H
k=2

tend vers 0.
En déduire que P’application A — e est différentiable en la matrice 0 .
On précisera sa différentielle en 0.

correction [Q 5.] Soit A € M,(R). Puisque || || est une norme
d’algebre, on a par récurrence immédiate sur k > 1, ||A*| < || Al*.
Donc

2 k
L gt = g < ar
1A H’c HAH'c
La série exponentielle Z converge, donc la série Z =
k>1 k>0
k
| 1| —I—Z 14 H converge.

k>1



Par regle de comparaison pour les séries & termes positifs, la série

1 1
Z HAk converge, donc la série matricielle Z EAk converge ab-
k=0 ! k>0
solument.

1

La série matricielle g EAk converge absolument, dans 1’espace vectoriel normé M, (1
k=0

qui est de dimension finie, donc cette série converge, vers sa somme notée e.

[Q 6.] On considére la série de fonctions Z fr ou

k>0
M,(R) — My(R)
VkeN, [fi: 1
A — zizi

Soit un réel R > 0. On note B(0,R) : {A € M, (R), ||A|| < R} la boule
ouverte de centre 0 et de rayon R. On a

(A =l

|
1 R*
WL A1 = |4t

H.

VA € B(0,R), :%HAICH <%HAH’“<

On en déduit que chaque fonction f; est bornée sur B(0, R), avec

[follo.so,ry = sup [lfo(A)l =[]
AeB(0,R)
Rk
2L e Mnon = s IRA] <
AEB(0,R) !
RF RF
La série exponentielle Z -y converge, donc la série ||I,,|| + Z o
k>1 k=1

converge.
Par régle de comparaison pour les séries a termes positifs, la série
> I fellos,5(0,7) converge,

k>0

donc la série de fonctions Z fr converge normalement donc uni-

k>0
formément sur B(0, R).

1
1. Pour tout £ > 0, f;, : A — EAIC est continue sur M, (R) car

polynomiale en les coefficients de la matrice A. Donc f; est
continue sur B(0, R).

2. La série de fonctions Z fr converge normalement donc uni-
k>0
formément sur B(0, R).
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Convergence des suites de vecteurs

i Utiliser systématiquement la norme.

1= Si on a une idée de la limite [, former ’expression ||u, — ||

= Attention il ne suffit pas de montrer que la suite numérique
(|lun]|) converge vers ||/||. Pensez par exemple & une suite de nom-
bres complexes du cercle unité.

exo du poly fait en classe

Soit A € M, (R) telle que la suite (AP),y soit bornée. On pose

1
B :f(]n_|_A_|_..._|_Ap—1)
p
1. Etablir la convergence de (Bpx) lorsque = € ker (A —1) et

peN
lorsque z € Im (A —I).

2. Montrer que R" =ker (A —I)®Im (A —1I).

3. Démontrer la convergence de (Bp)pEN et caractériser
géométriquement sa limite.

Eléments de correction

1)Siz € ker (A — I) alors Vi > 1, A¥(z) = x donc Bp(x) = z suite constante.
Sixz € Im(A—1I), alors on dispose de y tel que x = Ay — y et pour tout
i>1, A(x) = Al (y) — A(y) et par somme télescopique

By(z) = ;(Apy - y)

1By(@)]] < ;<M+1>||yr|

ot M est un majorant de la suite (A7),

Donc (By(x)) converge dans ce cas vers 0.

2) I” espace E = R™ est de dimension finie , la formule du rang montre que
dim(E) = dim(ker (A —I)) + dim(Im (A — I))

Reste a montrer que 'intersection est réduite a {0} orsiz € ker (A — I)(Im (A — 1)
alors la suite (By(z)) converge a la fois vers 0 et x, par uncité de la limite

z=0.

3) Pour z € E , on décompose de maniere unique x = x1 + x2 avec

x1 € ker (A —1) et zg € Im (A — I) alors Vp, By(z) = Bp(x1) + Bp(z2) et on
connait la limie de chacun, (Bp(x)) converge vers x;.



La suite (Bp)pen converge vers la matrice de la projection sur ker (A — I)

parallelement & Im (A — I).
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Norme triple en dimension infinie

= Ne pas oublier d’indiquer que I’application est linéaire

= On obtient en méme temps la continuité et une majoration de
la norme triple

= Pour obtenir une norme triple, réfléchir aux inégalités utilisées
et soit chercher un cas d’égalité soit une suite avec un quotient
proche du candidat norme triple

On pourra revoir les démonstration du cours sur : équivalences pour la
continuité ( exo ccinp ) et la norme triple est une norme d’algebre.

premeir exo poly

On munit E = C%([0,1],R) de la norme 1 définie par

1
v e B, || £l :/0 £(t)] dt.

Onpose T : EF — FE
f = Tf : [0,1] — R

z = fy @) dt
et on admet que 7" est un endomorphisme de E.
Démontrer que T est continu sur (E, || ||1) et déterminer |||T]||.

Eléments de correction Soit f € E.

751 = | TS do = / 1
< [ ([ vona)a
< [ ([ 1s0nae)ar= [“ish e =151

Ceci montre que Vf € E \ {0}, Hlﬁj‘cﬂl < 1. Ceci montre que T est continu
sur (E, || [|1) et que [[|T]|] < 1.
Pour n € N et z € [0,1], posons f,(x) = (1 —z)". Pour n € N,

/Ox f(t) dt‘ dx

—x n+1 1
[l = R0~y do = [-05257] =

puis pour z € [0,1], T'fy(z) = [§(1 — )" dt = 27 (1 — (1 — z)"*!) et donc



ITfulls = Jo ITfa@)] do = b5 J3 (1= (=2 do = 2 (1= 545) =

S ITally _ nt1
Z Ml = nt2-
<

1 et donc |||T||| = 1.

On en déduit que Vn € N, |||T|]|
En résumé, Vn € N, Z—i% < |7

T est continu sur (E, | ||1) et |||T]|| = 1.

On peut montrer que la norme triple n’est pas atteinte ...
Supposons qu'il existe f € E\ {0} tel que ||[Tf]l1 = ||f]]1. On en déduit que
chaque inégalité écrite au début de la question 1) est une égalité et en partic-

.ol 1( 1 1( 1
ulier [y (fo71f(8)] dt) dz = [, <f0 |f(t)] dt) dx ou encore | (fo |f(E)] dt — [ f()] dt) dr =
0. Par suite, Vo € [0,1], [ |f(t)] dt — [ |f(t)| dt = 0 (fonction continue,
positive, d’intégrale nulle) puis en dérivant la derniére inégalité, Va € [0, 1],
|f(x)] = 0 et finalement f = 0. Ceci est une contradiction et donc |||T||
n’est pas atteinte.



62

Année 2024

Norme triple en dimension finie

= On sait a priori que ’application est linéaire mais on le redémontre
afin d’avoir une inégalité sur la norme triple.

= On sait que la nrome triple est atteinte voir chapitre compacité.
On pourra revoir les démonstration du cours sur : équivalences pour la
continuité ( exo ccinp ) et la norme triple est une norme d’algebre.

Facile
On munit £ = M, (R) de la norme N définie par
VA€ E, N(A) = Sup {2?21 ]am\} (on admet que N est une norme

1<isn
sur E).
Soit f l'application de E dans R définie par VA € E, f(A) = Tr(A).
Démontrer que l'application f est continue sur (E,N) et déterminer

iralie

Eléments de correction L’application f est linéaire de (E, N) dans (R, | |).
Soit A = (aijj)lgid‘gn cFE.

F(A)] = [Te(A)] <Y lasl
i=1

n n n

<3S Jagl | < 3ON(4) = nn(a).

i=1 j=1 =1

Ceci montre déja que f est continue sur (E, N) et que |||f||| < n. De plus,

siA:In#O,%:%:n. Donc

f est continue sur (E, N) et |||f]|| = n.
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Intégrales a parametre

= Ne pas oublier de vérifier les hypothéses d’intégrabilté des fonc-
tions de la variable ¢

= Pour la domination : plus de z, inégalité juste et intégrable.
= Attention aux fautes dans les dérivées partielles et dans les ipp
qui peuvent suivre

ds8 mines ponts ou journalier
On considere les fonctions f et g définies sur R™ par :

+oo L —xt +00 3
e sint
= ——dt et = dt
/(@) /0 1+ ° 9() /0 T+t

a) Montrer que f et g sont de classe C? sur RM™ et quelles vérifient
I’équation différentielle

y' +y=

S

b) Montrer que f et g sont continues en 0

Correction
Je ne reprends que la premiere fonction pour la seconde voir le corrigé du
ds8.
9 e—mt

Posons, pour (z,t) € R*, a(x,t) = e
Pour tout x réel, t — a(x,t) € C(Ry,Ry).
Pour z < 0, tlim a(z,t) = 400 donc a(x,.) est non intégrable sur Ry et

—00
f(x) n’est pas défini.
Pour x > 0, 0 < a(x,t) <

est défini.
’ Le domaine de définition de f est R4 ‘

e donc a(z,.) est intégrable sur Ry, f(z)

1
a € C(Ry xRy, R) et Vo > 0,Vt € [0, 4+00], |a(x,t)] < B(t) = T avee

[ continue intégrable sur R indépendante de .
Dans ces conditions:
’ f est continue sur R ‘ (question b)
On peut aussi démontrer par le théoreme de convergence dominée généralisé
que
lim f(z) =0

T—00 ‘




o0

mais plus simplement 0 < f(z) < / e Tdt = 1/z.

Soit a > 0 et I = [a, +00 intervalleode R% adapté a la situation.
o —te~ ot 0’ t2et

a: Y = 7o ¢t ger@h = T

toutes deux continues, ainsi que o sur R} x R,.

La premiere dérivée partielle est intégrable sur [0, +o00[ ( facile)

Pour la seconde on a sur I I'hypothése de domination par une fonction

intégrable sur R:

a2a —at

|5 (2, )] < e™ (par exemple).

a admet des dérivées partielles

Le théoreme de Leibniz s’applique:

’ f est de classe C? sur R et f’ et f” se calculent en dérivant sous l'intégrale.
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Méthodes de variations des constantes

= On a obtient un systéme de deux équations résolubles car le
wronskien ne s’annule jamais

1w On n’a pas a justifier la méthode ( elle vient des systémes
d’ordre 1

ds8 mines ponts

Résoudre sur |0, +oo[, 'équation différentielle :

yl/ + y = =
75

Correction

L’équation homogene y” +y = 0 admet (cos, sin) pour systéme fondamental
de solutions.

La méthode de variation des constantes donne les solutions de 3’ +y = 1/x

sous la forme A(x)cosz + B(x)sinz ot A et B sont C' avec A'(x)cosz +
B'(x)sinz =0 et —A'(z)sinz + B'(x)cosz = 1/x.

1 1

Donc A'(x) = —=sinx et B'(x) = ~cosz, d'ott A(x) = g(z)+C et B(z) =
x x

—h(x) + D, C et D constantes réelles.

On ne trouve pas d’expression des primitives mais on sait que g(x) =

T sin(t) . o
/ Tdt est convergente (classique ) et est donc une primitive de
x

—% d’apres la généralisation du théoreme fondamental de ’analyse, on
cos(t)
= t

La solution générale de y" +y = 1/x est

z+ g(z) cosz — h(x)sinz + Ccosz + Dsinz, (C, D) € R2.
Si on veut , on peut reprendre la fiche 63 et les fonctions définies par des
intégrales sont solutions de la méme équation différentielle et sont bornées
au voisisnage de +oo . Or au vu des expressions dans le cadre il y a une
seule fonction bornée en +o0.

dt

+o0o
note aussi h(x) = —/
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Théoréme de Cauchy-Lipschitz

= On peut trouver des résultats théoriques sur les solutions sans
connaitre une expression

= Si c’est au tout début d’un sujet, bien préciser ’intervalle et la
continuité des fonctions

ds8 ccinp sujet 1

Dans tout ce probleme, I désigne un intervalle ouvert de R, symétrique
par rapport & 0 et ¢ est une fonction paire, de classe C*° sur I. On
considere I’équation différentielle :

&)y () + ¢ (x)y(z) =0.

On note (S) l'ensemble des solutions de (£) sur 1.
On considere la fonction fy solution de (€) sur [ et vérifiant fo (0) =1
et f(0) = 0 ainsi que la fonction f; solution de (&) sur I et vérifiant

f1(0) =0et fi(0)=1.

PARTIE I

1. Justifier soigneusement ’existence des fonctions fq et f1 (que l’on
ne demande pas de calculer).

2. Démontrer que (fp, f1) est une base de (S).

3. Prouver que si y est une solution de (&) alors la fonction z
y (—z) est aussi solution de (£) sur I.

4. Montrer que fy est une fonction paire et que fi est une fonction
impaire.

Correction

1. La fonction ¢ étant continue sur I, I’équation différentielle (£) étant
linéaire d’ordre 2 et 0 € I, le théoreme de Cauchy-Lipchitz montre
(€) (€)
que les problemes ¢ y(0) =1 et y(0) =0 admettent chacun
Y (0)=0 Y (0)=1
une unique solution d’ou I'existence (et méme 'unicité) de fo et fi.



2. Soit (A, 1) € R? tel que

)\fo+,uf1:0alors{ Ao (0) 4 pfi (0) =0 donc { A=0

Afo (0) 4+ pfi(0) =0 =0

donc la famille (fo f1) est une famille libre de (S) qui est de dimension
2 donc c’est une base de (S).

3. On pose z : x — y(—x) qui est deux fois dérivables sur I et

Veel #(@)=—y(x), @)=y (-0)=—p()y(2) = @)z

donc z est solution de (£).

(€)
4. Onpose z : x — fo (—x) est solution du probleme de Cauchy ¢ 2 (0) =1
2 (0)=0
ainsi que fy donc, d’apres le théoreme de Cauchy, z = fy c’est-a-dire
que fo est paire. La fonction z : x — — fi (—x) est solution de (&) (car
x +— f1(—xz) lest et que (£) est une équation linéaire). En outre, z
(€)
est solution du probléme de Cauchy z2(0) =0 ainsi que f; donc,
Z(0)=1
d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, z = y; ¢’est-a-dire que y; est
impaire.
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Systeémes Différentiels

= Plus d’algebre linéaire que d’analyse
= Bornées cela implique ’utilisation de norme.
= On trouvera des rappels sur les endomorphismes nilpotents

Journalier

1) Soit N € M,,(C) nilpotente d’indice p. Montrer que I,,, N, ..., NP~}
est libre.
Exprimer

exp(t(AL, + N)) .

2) Soit A € M,,(C) ayant pour unique valeur propre A € C. Montrer
que N — A, est nilpotente.

Montrer que les solutions du systeme différentiel X’ = AX sont toutes
bornées sur R si et seulement si A est imaginaire pur et AAL,.

3) Soit A € M,,(C) de polynéme caractéristique :

(X = A)™ (X = Ap)™m

les A\ étant deux & deux distincts. Soit f l’endomorphisme de C"
canoniquement associé a A. Montrer que

n
C" =P Ker(f — Aplden)™.
k=1
En déduire I'existence d’une base de C™ dans laquelle la matrice de f
est diagonale par blocs.

d) Avec les notations de 3), montrer que les solutions de X' = AX
sont bornées si et seulement si les A\; sont imaginaires purs et que A
est diagonalisable.

e) Montrer qu'une matrice antisymétrique réelle est diagonalisable dans

C.

Correction

1)
Mol + MN + -+ X 1 NPH =0,

En multipliant par N?~! on obtient A\gN?~! = O,, car N? = O,,.
Or NP1 £ O,, donc A\g = 0. On montre de méme successivement que



A1 =0,...,2—-1 =0. On conclut que la famille ( I,,, N, N2 ... NP71)est
libre.

On peut aussi utiliser beaucoup de résultats du cours, X? est le polynome
minimal de N ( c’est quasiment la définition de I'indice de nilpotence), donc
la famille I,, N, --- , NP~ est une base de C[N] espace vectoriel connu pour
étre de dimension p.

Puisque A\, et N commutent, on a

ot ntN) — Aot N — M (1 iN + ﬁ]\ﬂ 4ot tpfl NP1
B N T 2! (p—1)!

2) Idem soit on utilise la trigonalisation et alors A — A, est semblable & une
matrice triangulaire stricte donc un calcul matriciel donne (A — )\In)n =0.
Ou alors encore du cours :

Le polynéme caractéristique de A est scindé dans C[X] et possede une unique
racine A, on a donc

xa(X) = (X =A)"
En vertu du théoreme de Cayley Hamilton

La matrice N s’avere donc nilpotente.
On connait les solutions du systeme différentiel Les solutions du systeme
différentiel X’ = AX sont les fonctions

t X(t) = e X(0) = M- N X(0)

Si N est nulle et X\ € iR, il est clair que toutes les solutions sont bornées.
Inversement, supposons les solutions toutes bornées. En choisissant X (0) €
Ker N\ {O,}, la solution

t— e X(0) = MX(0)

est bornée sur R et nécessairement A € ¢R. Notons p 'indice de nilpotence
de N et choisissons X (0) ¢ Ker N?~!. La solution

t = M.V X(0)
devant étre bornée avec ‘e)‘t’ =1, la fonction

tr—1

t X(0) +tNX(0)+- + 1)

NP~1X(0)

est elle aussi bornée. Or NP71X(0) # 0 et donc cette solution ne peut pas
étre bornée si p — 1 > 0. On en déduit p = 1 puis N = O,,.



3) C’est la somme de deux théoremes du cours : lemme es noyaux + Cayley
Hamilton , je redonne les détails : Les polynomes (X — A\g)"™* sont deux &
deux premiers entre eux. Par le théoreme de Cayley Hamilton et le lemme
de décomposition des noyaux, on obtient

C*"= @ Ker (f ey Id(cn)nk
k=1

Une base adaptée a cette décomposition fournit une représentation ma-
tricielle A de f diagonale par blocs. Plus précisément, les blocs diagonaux
sont de la forme

A Idp, +Nyi, avec NJ'* = Oy,

4) pas la plus importante.
La matrice A est semblable & A et on peut donc écrire

A = PAP™! avec P inversible.

Les solutions de I’équation X’ = AX correspondent aux solutions de I’équation
Y’ = AY via Y = P7'X. Les solutions de X' = AX seront bornées si, et
seulement si, celles de Y/ = AY le sont. En raisonnant par blocs et en
exploitant le résultat du b), on peut affirmer que les solutions de X' = AX
sont bornées sur R si, et seulement si, les A sont imaginaires purs et les N
tous nuls (ce qui revient a dire que A est diagonalisable).

5) Application rigolote.

Supposons A antisymétrique réelle alors exp(A) mais aussi pour ¢ réel exp(tA)
est orthogonale. Attention il faut peut étre détaille I'inversion transposée et
somme infinie. Mais alors exzp(tA) conserve les normes et donc ||lexp(tA). Xo|| =
|| Xo]| la norme d’une solution est bornée ( il faut comprendre quand ¢ varie
car I’ensemble des solutions n’est pas bornée : c’est un espace vectoriel.)
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Equations différentielles scalaires d’ordrel

= J] faut citer le théoréme par ex : I’ensemble des solutions est
connu égal a

Journalier sem19
On donne, pour xz > 0, I'équation différentielle
1
y-y+—=0
1. Montrer qu'il existe sur l'intervalle |0, +oo[ une unique solution Yy
bornée quand x tend vers l'infini et exprimer Yp(z) sous forme d’'une
intégrale.
Quelle expression donner a la solution générale Yy, ou A € R, I'indexation
étant telle que pour A = 0, on ait la solution bornée Y ? Etudier le
comportement de Y)(x) lorsque z tend vers 0 par valeurs positives.

correction
oo ,—t eft 1
1. / ——dt converge car 5 = o(t—2) au voisinage de +oo. Il en résulte,
X
par la méthode de la variation de la constante que la solution générale sur

1
10, +oo[de v —y+ — =0 est
x
il existe A € R tel que pour tout z > 0

T e—t
1
Si on veut une limite finie en +oo il faut avoir une forme indéterminée, or
+oo ,—t
lintégrale admet une limite finie en 400 égale a / Tdt il faut prendre
1

too ot
A=— / Tdt' ( c’est nécessaire )
1

On obtient une nouyrelle f(grme des solutions
o

Y)\(Z') = )\ex =+ ex/ Tdt
3 —t

+o0
et Yp(x) = ez/ € at.
= t

1 +o0 et 1

Par intégration par parties, il vient que 0 < Yp(x) = — —ex/ tTdt < -

x m x

d’out 1iI+n Yo(x) = 0. On peut aussi utiliser 'intégration des relations de
TH—>+00

comparaisons pour les fonctions positives intégrales (voir fiche 43 pour les
séries )



e e
En effet on a au voisinage de 400 = o(e”*) donc / Tdt =
X

0</+OO e_tdt) = e ¥ donc Yy(z) = o(1).

X
De T'expression de la solution générale, il en découle que Yy est la seule
—t
solution bornée au voisinage de +oo+ (en fait elle tend méme vers 0). —
n’est pas intégrable en 0, de I’expression de la solution générale, il en découle

que lim Y)(xz) = +oo pour tout A € R.
z—0t
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Raccordement de solutions

= On pourrra aussi regarder écrit ccinp 2014 et 2011

ccinp 2005

Pour n entier naturel non nul, on considere
I’équation différentielle linéaire :

(En) zy —ny=0.

1. Donner I’espace vectoriel des solutions de I’équation (E,,) sur cha-
cun des intervalles I =] — 00, 0[ et J =]0, +00].

2. Dans le cas ot n = 1, déterminer uniquement par des considérations
graphiques, I’espace vectoriel des solutions de (E7) sur R. Quelle
est la dimension de cet espace vectoriel 7

3. Dans le cas ou n > 2, déterminer avec soin 1’espace vectoriel des
solutions de (E,) sur R. Quelle est la dimension de cet espace
vectoriel ?

correction

1. Sur I (resp. J ) équation différentielle (E,) s’écrit: 3’ — ﬁy =0etla
x

fonction x — — est continue sur I (resp. sur J), ce qui montre que si

S1(Ey) (resp. xS J(Ey) ) désigne I'ensembles des solutions de (E,,) sur
I (resp. sur J ) alors S;(E,) (resp. S;(Ey,) ) est un espace vectoriel
réel de dimension 1. L’application = +— z™ est solution de (E,) sur [
( resp sur J ) donc: Sy(E,) =vect(I = R x — z") (resp . S;(E,) =
vect(J = Rz —2") ).

2. Dans le cas o n = 1 , une solution y de (E7) sur R est aussi solution
de (Ey) sur I et sur J , donc sa courbe est réunion de deux demi-
droites, et comme y est C!, sa courbe est donc une droite.

En conclusion: 'espace des solutions de (EF; ) sur R est de dimension
1, engendrée par la fonction x — z.

3. Supposons n > 1, soit y une solution de (E,) sur R, alors il existe
(0575) € R? tel que y(m) _ { ax st x €

Ba" si zeJ (voir question 1.) et
donc y(0) =0



az" si x el
Ba" si xelJ
avec y(0) = 0, alors y est continue sur R car n > 1 et de classe C!
sur R\{0} avec ili% y'(x) = 0, donc le théoréme de prologment de la

40
dérivée, montre que y est C! sur R avec ¢/ (0) = 0 et y vérifie I'équation
différentielle (E,,) .
Conclusion: l’ensemble des solutions de (E,) est un espace vectoriel
" st x>0
0 si <0

Réciproquement: toute fonction y définie sur R par: y(z) = {

de dimesion 2, engendré par les fontions: h, : x — {

" o5 o x<0
st =0

8

etgn:xH{O



82 CHAPITRE 3. ANALYSE

3.1 Calcul différentiel
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Calcul d’une différentielle 1
Différentielle facile sur les matrices
| Partir de la définition et bien justifier linéarité et o(H) ]

1= On pourra revoir la fiche sur ’exponentielle d’une matrice et la calcul de sa différen-
tielle.

Facile

Déterminer la différentielle de ’endomorphisme de M, (R),

f: M~ M

éléments de correction
Soit A € M,(R) et H € M,(R), alors

f(A+ H)=(A+H)?=A*+ AH + HA + H?.
On remarque que H — AH + HA est linéaire et pour ||.|| une norme d’algébre
12| < || HI[* = ||H]|e(H) ot &(H) ——=0.
—0
donc f est différentiable et

df(A): H v+ AH + HA.



92

Année 2025

Calcul d’'une différentielle 2

Différentielle moins facile sur les matrices

Se laisser guider par le calcul et savoir majorer un produit scalaire par l'inégalité de Cauchy
Schwarz.

1= On pourra revoir la fiche sur ’exponentielle d’'une matrice et la calcul de sa différen-
tielle.

Un peu moins facile que la précédente

Soit £ un espace vectoriel euclidien et v un endomorphisme symétrique.
On considére [ = x — (u(z)|x)
Montrer que f est différentiable et donner sa différentielle.

2) Soit g : E\ {0} —» Rz — (u(@)|z) montrer que g est différentiable et calculer sa

: , (z]z)
différentielle.

Enfin montrer que dg(z) = 0 ssi x est un vecteur propre de u.

Pour la question2, on peut utiliser cours et régle de la chaine mais la encore c’est aussi
simple de refaire le calcul.

éléments de correction
1) Vx € EF et Vh € E,

f@+h) = (u(@+ h)|z + h) = (u(@)]x) + (u(@)[h) + (u(h)|z) + (u(h)[h).
Or u est symétrique donc (u(h)|x) = (u(z)|h) et u est |||u|||-lip car linéaire en dimension
finie, et pas I’inégalité de C.S |(u(h)|h)| < |[u(R)|| x ||A|| < [||ul]] x ||R][* = o(h).
Or h+— 2(u(z)|h) est linéaire donc
df (z) : h — 2(u(x)|h).
2)
Vee EFet VheFE,

(ule+ Mm@+ h)  (u(@)]a) +2(u(x)|h) + o(||A]])

g(z +h) = =
_ (u(z)|x) + 2(u(x)|h) + of[[A]]) (1- 2(x|h) o(lIn)
[Edls [Edis
_ (elle) (o) o)
donc dg(z) : h — 2(u||(§|)||2h) —Z(U(x)“&)@(xm) car cette application est liénaire et le reste est .



qui s’écrit encore

dg(x) : h— <(2 uz) _ 2(u(m)|x)x)‘h)

][ [|[]*

S INCGTE A

][ [|[[*

x) = 0 donc si u(x) est colinéaire a = c’est a dire (si z non

Papplication linéaire est nulle ssi pour tout A, ((

) ()
1] 1]

nul) si = est un vecteur propre de u.

(Par écrit faire les 2 sens de 1’équivalence )

c’est a dire (
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Calcul d’'une différentielle 3

Classe C' permet de calculer la différentielle par les dérivées partielles

il faut comprendre la formule du cours

=1

- €;

=1

1= La méthode par densité est un peu au dessus du niveau.
i la méthode par dérivée partielle mérite de citer la classe C'.

Encore moins facile que la précédente

On considére la fonction det : M, (R) — R
1. Justifier rapidement que det est de classe C'

2. On considére la base E;; des matrices , et A une matrice fixée , calculer

Odet
8Eij

(4)
3. Montrer que

d(det)(A) : H — Tr(Com(A)"H)

ot Com(A) est la comatrice de A.

éléments de correction
a) Le déterminant est une fonction polynomiale en les (a;;) coefficients de la matrice donc est de

classe C!
b) On calcule det(A + tE;;) par développement par rapport la j-iéme colonne alors

o(t) = det(A + tE;;) = det(A) + (—1)"tdet(Ay;)
ou flij est la matrice construite a partir de A on supprime la i iéme ligne et la j iéme colonne. Et
alors (—1)”det(A;;) est le cofacteur, donc

Odet
8Eij
c) Soit H € M, (R), on décompose H dans la base E;;, par H = ZhijEij, la différentielle est

,[:7j

(A) = (—1)"det(A;).

linéaire donc
d(det)(A)[H) =" hyy(—1)tdet(Ay)
ij

d(det(A)[H] =D ) hijesi

i=1 j=1



si on note ¢;; le coefficient de la transposée de la comatrice, on reconnait alors le coefficient 74 du
produit de matrice H par la transposée de la comatrice, on fait la somme sur ¢ donc la trace.
Finalement

de%@:HHHH«meFH)

Deuxiéme méthode
Lemme. GL,(R) est un ouvert dense de M, (R).
Démonstration. On a

GL,(R) ={M € M, (R),det(M) # 0}
Ainsi, GL,(R) est bien ouvert dans M,,(R).

Soit maintenant Y € M,,(R) de valeurs propres complexes Ay, ..., \,. On peut choisir une suite (&)
convergeant vers 0 dans R telle que pour tout k£ € N

det —€kl H)\—gk 7&0
=1

Ainsi, les matrices X, = Y — .1, sont alors inversibles et convergent vers Y. On obtient donc le
résultat.
Théo. Soit la fonction

det : M, (R) — R
On a donc pour tout X € M, (R) et pour tout H € M, (R),

Dy det.H = Tr (* Com(X).H) .

Démonstration. - Calcul de Dj, det.
Soit M € M, (R) et A\i,...,\, ses valeurs propres complexes. Soit ¢ € R. Alors

n

det (I, + tM) = J[ (1 +t\)
= 117+ tTr(M) + O (7)
=1+ ¢Te(M ) ot)

Ainsi, D;, det(M) = Tr(M) - Calcul de Dx det pour X € GL,(R).

det(X 4+ H) = det (X ([ +X‘1H))
= det(X) (1 +Tr (X'H) +o(||H]))
= det(X) + Tr (det(X)X'H) + o(|[H]|)
= det(X) + Tr (* Com(X)H) + o(| H||)
Ainsi, Dx det(H) = Tr (* Com(X)H).
- Calcul de Dy det pour X € M, (R) quelconque.
L’application X — ' Com X est continue donc f : X > Tr (t Com X . ) est continue et g : X — Dy

det. est continue. On a donc que f et g coincident sur GL,(R) qui est dense sur M,,(R). On a donc

f =g sur M,(R)
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Calcul d’'une différentielle 4

Heureusement il y a des indications.
‘ Attention & la non commutativité du produit de matrices et (AB)™* = B~tA™", ]

i C’est un des rares exercices ou la fonction a étudier est définie sur un ouvert.

trés classqiue

Soit f :: GL,(R) = M,(R) M+~ M.
Montrer que f est différentiable en tout point de GL,(R)et déterminer sa différentielle.
on montrera que

A+H)'—A"'=A+H) ', -(A+ H) A ) =—(A+ H)THA™
sans oublier que A — A™! est continue

éléments de correction L’égalité proposée s’obtient dans difficulté. (A+H)™ ' —A™' = (A+H) (I, —
A+ H)A )= —(A+H) 'HA™

Mais I'inverse est continue donc (A + H)™' = A™! + ¢(H) ot la fonction € est continue en 0. Donc
(A+H) ' — A7 = (A ' 4e(H)HA = —A ' HA ' +e(H)HA™", le dernier terme est négligeable
devant H, et le premier linéaire en H donc

df(A) : H s —A HA™

autre démonstration
Autre démonstration on démontre d’abord la différentiabilité en [,,, on utilise une formule géomé-
trique

(I, + H)(I, — H) = I, — H? = I, + o(H)
en multipliant par (I, + H)™! on trouve

I,—H=,+H) "+ (I, + H) ™" xo(H)

or H + (I, + H)™" est continue donc bornée au voisinage de 0 donc (I, + H) 'o(H) = o(H)
donc (I, + H) ' =1, — H + o(H)
reste & manipuler (A + H) ™' attention & 'inverse de AB..

(At H) = (AU + AH)) = (L4 A7 H) AT =

(I, — A H + o(H))A™.

on remarque o( A" H) = o(H) car c’est H qui tend vers 0.
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De l'utilisation de relation fonctionnelle

L’exemple vu en td trés classique

= Voir la fiche 80 pour la réponse aux premiéres questions.
Pour z > 0, on définit :

nzon—l—:c

a) Justifier que S est définie de classe C! sur R¥.
b) Préciser le sens de variations de S.

c) Etablir que Va > 0, S(z + 1) + S(z) = L.

d) Donner un équivalent de S en 0.

e) Donner un équivalent de S en +o0.
Rédaction et correction de d) et e)

d) On a S(z) = L — S(z+1) or S a été vue continue en 1, donc
S(z+1) = S(1)+o0(1) donc S(z) = L —5(1)+ o(1) finalement
z—0 z—0
1

e) S a été vu décroissante donc
S(z)+S(x+1) <25() < S(z)+ S(x—1).

1 1

EQS($)<W-

par pincement d’équivalents :

T—>+00 %
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Suites de fonctions définies par des accolades.

—— L’exemple du cours

On désigne par n un entier supérieur ou égal a 0 et on définit une
fonction f,, sur Ry par :

fa(z)=1si0<z<n, fulz)=0siz>n.

Rédaction (il n’y en a pas d’autre)

Soit x € [0,4o00], alors il existe N € N tel que pour tout n > N alors
x < n et donc f,(x) =1 finalement

Donc (fn)n>0 — (x—1).

\

L’exemple vu en ds

On désigne par n un entier supérieur ou égal a 1 et on définit une
fonction f, sur Ry par :

2

fn(x):<1—a;)n si0<z<Vn, folr)=0siz>/n.

Etudier la convergence simple de la suite (f).

= les points clefs

e On fixe x € R donc n finit par étre plus grand que ce x mais on n’écrit
pas cela.

e on fait un DI quand n tend vers +oo.

Rédaction (il n’y en a pas d’autre)

Fixons z € [0, +o0[, alors il existe N € N tel que pour tout n > N alors

x < y/n et donc f,(x) = <1 - %Q)n = exp (nln(l - L:))

donc

fu@) = _eap(n(==+o(2))) ~ ean(—a?).

n——+o0 n +o0

Donc (fp)ns1 — (z — e7@%).
Ccvs
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TCD avec fonctions dominantes définies par des
accolades.

—— L’exemple du ds 5 N

1—cos(u)

gn(u) = —= sur |0, +oo[ :

- la suite de fonctions continues (g,) converge simplement vers u —»
(1 — cos(u))/u?.

- la suite de fonctions continues (g,) est dominée indépendamment de
n comme suit :

1 —cos(u) . 0 -
1 —cos(u) _ 1—cos(u) 1, " AUS U
0< w2-/n 2 < p(u) =| 1 — cos(u)
Tulﬂ siu>1.

1/2 sur [1, 400 puisque n > 2

(on a majoré u!/™ par 1 sur ]0,1] et par u
).

La fonction dominante ¢ est continue sur |0,+oo[, prolongeable par
continuité en 0 par la valeur 1/2, et intégrable car majorée sur [1, +oo [

par #, intégrable sur [1, +o0o].

. o0 1 — cos(u) 201 — cos(u)
ngl—ﬁr—loo 0 u2*1/n o= /0 u? e

_T
=3
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Utilisation du Tcd sur un intervalle variable.

—— L’exemple le plus classique du monde \

= les points clefs
e Il n’y pas de théoreme dans le cours permettant d’étudier :

n
lim t)dt.
n—1>+oo 0 gn( )
e Si ce n’est pas fait dans I’énoncé bien introduire la fonction par des
accolades.
Enoncé
Déterminer si elle existe :

vn 2
lim 1——)"dz.
n—-+4oo 0 n
Correction :
On désigne par n un entier supérieur ou égal a 1 et on définit une
fonction f,, sur Ry par :

2

fn(:n):<1—a;)n si0<z<Vn, fulr)=0siz>n.

La suite de fonctions f,, converge simplement vers x +— e~ voir fiche
100. De plus par concavité du In (voir ds 5)

Pour z > /n, il est clair que fy(z) =0 < e %",

Et pour 0 < < /n, on a In (1 — %) < —% par concavité de la
fonction In.

En 2§1r1ultipliant par n et en prenant ’exponentielle, on obtient f,(z) <
e .

= La fonction f, est définie par morceaux, il faut la majorer sur tout
[0, 400 en distinguant les cas. Exploitons le théoreme de convergence
dominée :

- la suite de fonctions continues (f,) converge simplement sur R vers
T — e,

- la suite (f,,) est dominée indépendamment de n par la fonction x —
6_9”2, et celle-ci est intégrable sur R car elle est continue et négligeable
au voisinage de +o0o devant t — t%

On en déduit le résultat voulu :




lim - frn(z)dz = /+°0 lim f,(z)dz = /+Ooe
0 0

n—-+o00 0 n—-+o0o
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Inégalité de concentration

= ] faut Se laisser guider par 1’énoncé, le point clef est la monotonie
de certaines fonctions.

= I1 faut étre a ’aise avec le théoreéme de transfert qui on le rappelle
est une équivalence.

classique voir ds 5/2

Soit X une variable aléatoire centrée prenant ses valeurs dans [—1,1].
a) Par un argument de convexité, montrer que, pour tout x € [—1,1] et
tout t € R,

1 1
e < 5(1 —xz)e b + 5(1 +x)e’.

b) Soit t € R. Montrer que E(e'*) est finie et :

N

t

E(etX) < o¥.

2
On pourra utiliser librement ch(t) < 7.
¢) Soit r > 0. Etablir

P(|X| > 7) < 2.



Corrrection

a) On pose A = 1+2)

€ [0, 1] et la convexité de I'exponentielle donne

e(l—)\)(—t)-‘r/\t < (1 _ )\)e—t + )\et.

b) La variable X est bornée donc Y = e!X Dest aussi et par conséquent admet
une espérance finie. Par la question précédente :

1

1
Y < 2(1 —X)e P+ 5(1 + X)et.

Par croissance de 'espérance et nullité de ’espérance de X

2

1 1 ¢
E(Y) < §€7t + iet =ch(t) <e?

2
Remarque L’inégalité ch(t) < e s’obtient & partir du DSE des deux fonctions
( je ne connais pas d’autres arguments ) et en remarquant que (2n)! > 2"nl. ¢)
L’inégalité de Markov, on a pour tout ¢ > 0;

2
P(X >7) =P >e") < e "E(EX) <e T
Pour tout ¢t = r, il vient

P(X>r)<e 7.

En Considérant X' = —X qui vérifie les mémes hypotheses que X on obtient

(M

s

PX<—-r)<e 7.

D’ou la conclusion
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Savoir manipuler les moments en proba

= ]]1 faut savoir justifier I’existence des moments, on reverra en partic-
ulier la démonstration du cours : moment d’ordre 2 implique moment
d’ordre 1.

Kurtosis

Pour tout entier naturel n, on définit le moment centré d’ordre
n de X, s’il existe, par

pn(X) = E ([X = E(X)]").

On dit qu’une variable aléatoire X admet un kurtosis lorsque :
- X admet des moments centrés d’ordre 2, 3 et 4 ;

- p2(X) #0
On appelle alors kurtosis de X le réel défini par :
X
K(X) = L)Q _3
(2(X))

1. Soit X une variable aléatoire admettant un kurtosis. Soient
a et 8 deux réels, avec a # 0. Montrer que la variable aléatoire
aX + f admet un kurtosis, et que ’on a :

K(aX + B) = K(X)

2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de
paramétre p €]0,1[. Calculer le kurtosis de X en fonction de p.

3. Montrer que le kurtosis d’une variable aléatoire, s’il est défini,
est toujours supérieur ou égal a —2.

4. Soit X une variable aléatoire admettant un kurtosis égal a
—2. Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que X suive la loi
uniforme sur {a, b}.

5. Existe-t-il une majoration du kurtosis, c’est-a-dire un réel M
tel que K(X) < M, pour toute variable X admettant un kurtosis?



Corrrection
1. Pour n € {2,3,4} on a :
[aX + = E(aX + B)]" = o"[X — E(X)]"
donc la linéarité de I’espérance et ’existence de p,, (X) donne ’existence
de p,(aX + 8). De plus on a
pa(aX + ) =V(aX + ) = a*V(X) #0

puisque V(X) et o sont non nuls.
Enfin par calcul immédiat, toujours par linéarité on a :

ot g (X) pa(X)

pn(aX+6) =a"u(X) puis K(X)= -3 = -3=K(X

(022 (X)) (12(X))*
2. L’existence des moments est immédiate puisque la variable est
finie, et on a déja u2(X) =V (X) = p(1 —p). On calcule py(X) :

pa(X)=E((X —p)*) = (—p)* x(1—p)+(1—p)* xp=p(1—p) [p* + (1 —p)’]

donc on obtient

P+ -p?
K@) = p(1—p)

pa(X)

3. L’inégalité demandée revient a prouver que 5 = 1, ou encore
(p2(X

que p4(X) > (12(X))".

Or en posant Y = (X — F(X))?, cela revient encore & montrer que
E (Y2) > E(Y)?, qui est immédiat par positivité de la variance de Y.
4. On se trouve dans le cas d’égalité de la question précédente, donc
on a forcément V(Y) =0. Or V(Y) = E ((Y — E(Y))?) avec (Y —E(Y))* >
0, donc si son espérance est nulle elle est nulle avec une probabilité
1. On en déduit que P(Y = E(Y)) =1, donc que Y est constante avec
une probabilité 1 . Posons k cette constante (positive car Y est une
variable positive), on a donc (avec une probabilité 1) :

Y=(X-EX)*=k donc Xec{EX)-kEX)+k}
et en posant a = E(X)—k et b = E(X) + k, on a X(2) = {a,b}. De
plus ces valeurs sont forcément distinctes (c’est-a-dire que k£ >0 ) car
V(X) # 0 donc X ne peut étre constante.

De plus on remarque avec les deux égalités précédentes que E(X) =
a+b

, et en posant P(X =a)=pon a:

b b—2b 1 1
E(X)zap+b(1—p)<:>a;_ :(a—b)p+b<:>p:a+ X

2 a—b 2
donc X suit bien la loi uniforme sur {a,b}.

5. La fonction de p obtenue pour le kurtosis d’une loi de Bernouilli
tend vers l’infini lorsque p tend vers 0 ou vers 1 : il n’y a donc pas
de majoration du kurtosis.

).
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La loi conjointe donne les lois marginales.

= Le lecteur avisé remarquera que ’exercice qui suit est le méme que
le 108 de la banque

= Le point clef est que (X est un systéme complet d’événements

= i)>i€X(SZ)

exemple

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N et p €
]0,1[. On suppose que la loi conjointe de (X,Y’) est donnée par :

"Yarp(1 —p)" sik <
PX=kY=n)=_ \p)PPU TP SLEST o4 aeRr
0 sinon

1. Déterminer la valeur de a.
2. Déterminer la loi marginale de Y.

3. On admet que

Vr €] -1, 1], io (Z):c”k = m

n=~k

Reconnaitre la loi de X.

d) Les variables X et Y sont elles indépendantes ?

Correction

1. Une loi définit une probabilité ou encore P(Q2 = 1) Donc :

Y PX=kY=n)=1
(k,n)ENZ
de la définition de la loi conjointe on somme d’abord en X puis
en Y.

= i i (Z) a*p(1—p)" = ip(l —p)e (,:0 <Z))

La deuxiéme somme est la formule du binéme :Z (Z) =(1+
k=0

1

1= ;::Op(l —-p)"2" = PW



finalement a =

N |

.Ona(Y=n)=Y=n(12==n(UZX=F)

(Y =n)= U (Y =n),(X =k)) (union disjointe) d’otr

+oo
P(Y =n)=>_P((Y =n),(X =k))
k=0

(cette derniére expression est valable dans tous les exercices ou
la loi conjointe est donnée & valeurs dans N? sinon adapté les
sommes. )

PO =) =53 (1 )pl1=0" = (1 ="

k=0
. Pour ke N :
PX*kivLoo k 1*]9 ni 1*}7 k 1
(X = )—Zk Pl ) =rl— TR

En simplifiant :

P(X =k) = (“ii) (;Z)k

. Pour montrer que 2 variables aléatoires ne sont pas indépendantes
on exhibe un contre exemple :

P(XO,YO)petP(XO)(lL_i) et P(Y = 0) =

p(1 —p) et ’équation

1—
(1 - p> x p((1-) = p n’a pas de solution (on essaie mais non )
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