
Familles sommables (en entier)

B - Famille sommable de nombres complexes

La notion de famille sommable est introduite en vue de l'étude des probabilités.

Contenus Capacités & commentaires

a) Ensembles dénombrables

Un ensemble est dit dénombrable s'il est en bijection

avec N.
Les parties in�nies de N sont dénombrables.

Un ensemble est �ni ou dénombrable si et seulement

s'il est en bijection avec une partie de N.
Un produit cartésien �ni d'ensembles dénombrables

est dénombrable. Une réunion �nie ou dénombrable

d'ensembles �nis ou dénombrables est �nie ou dénom-

brable.

Démonstrations non exigibles.

Les ensembles N2, Z et Q sont dénombrables.

L'ensemble R n'est pas dénombrable. Démonstration non exigible.

b) Familles sommables

Famille sommable de réels positifs indexée par un en-

semble dénombrable. Somme.

La famille (ui)i∈I est dite sommable si l'ensemble des

sommes
∑
i∈F

ui où F décrit l'ensemble des parties �nies

de I est majoré ; dans ce cas, la somme de la famille

(ui)i∈I est la borne supérieure de l'ensemble précédent.

Si la famille (ui)i∈I n'est pas sommable, sa somme

est +∞. Dans tous les cas, la somme est notée
∑
i∈I

ui.

Théorème de sommation par paquets : Démonstration hors programme.

si (In)n∈N est une partition de I et (ui)i∈I une famille

de réels positifs, alors la famille (ui)i∈I est sommable

si et seulement si :

� Pour tout entier n la famille (ui)i∈In est som-

mable.

� La série
∑(∑

i∈In

ui

)
converge.

Dans ce cas :

∑
i∈I

ui =

+∞∑
n=0

(∑
i∈In

ui

)
.

Famille sommable de nombres complexes indexée par

un ensemble dénombrable

La famille (ui)i∈I est sommable si la famille (|ui|)i∈I

l'est.

Somme d'une telle famille. Pour une famille de réels, on se ramène à ses parties

positive et négative.

Lorsque I = N, lien avec la convergence absolue de la

série
∑

un.

Invariance de la sommabilité et de la valeur de la

somme par permutation de l'ensemble des indices.

Démonstration non exigible.

Linéarité de la somme.

Théorème de sommation par paquets. Démonstration hors programme.

On véri�e l'hypothèse de sommabilité en appliquant

le théorème de sommation par paquets à la famille

(|ui|)i∈I .



Contenus Capacités & Commentaires

c) Applications des familles sommables

La famille (am,n)(m,n)∈N2 de réels positifs est som-

mable si et seulement si pour tout n, la série
∑

am,n

converge et la série
∑(+∞∑

m=0

am,n

)
converge. Si tel

est le cas

+∞∑
n=0

(+∞∑
m=0

am,n

)
=

+∞∑
m=0

(+∞∑
n=0

am,n

)
.

Si la famille (am,n)(m,n)∈N2 de nombres complexes est

sommable, alors :

+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

am,n =

+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

am,n.

On véri�e l'hypothèse de sommabilité en appliquant

l'énoncé précédent à la famille (|am,n|)(m,n)∈N2 .

Produit de Cauchy de deux séries absolument conver-

gentes.



Intégration sur un intervalle quelconque

Les fonctions sont à valeurs dans K, corps des réels ou des complexes.

L'objectif de ce chapitre est double :
� dé�nir, dans le cadre restreint des fonctions continues par morceaux, la notion d'intégrabilité sur un

intervalle non compact ;
� compléter l'étude des séries de fonctions par celle des intégrales à paramètre.

La technicité n'est pas un but en soi. On privilégie donc les exemples signi�catifs (par exemple intégrales eulé-
riennes ou transformées intégrales).
Le programme ne contient aucune forme du théorème de Fubini, qui pourra être admis pour traiter un exercice
ou un problème nécessitant son utilisation.

Contenus Capacités & commentaires

a) Intégrale généralisée sur un intervalle de la forme [a,+∞[

Pour f continue par morceaux de [a,+∞[ dans K,

l'intégrale

∫ +∞

a

f est dite convergente si la fonction

x 7→
∫ x

a

f a une limite �nie en +∞. Si tel est le cas,

on note

∫ +∞

a

f cette limite.

Notations

∫ +∞

a

f,

∫ +∞

a

f(t) dt.

Linéarité de l'intégrale sur [a,+∞[, positivité. Dériva-

tion de x 7→
∫ +∞

x

f si f est continue.

b) Intégrabilité sur un intervalle de la forme [a,+∞[

Une fonction f est dite intégrable sur [a,+∞[ si∫ +∞

a

|f | converge.

On utilise indi�éremment les expressions � f est inté-

grable sur [a,+∞[ �, et � l'intégrale

∫ +∞

a

f converge

absolument �.

Si f est intégrable sur [a,+∞[, alors

∫ +∞

a

f converge. L'étude des intégrales semi-convergentes n'est pas un

objectif du programme.

c) Intégration des fonctions positives sur un intervalle de la forme [a,+∞[

Si f est positive sur [a,+∞[, l'intégrale

∫ +∞

a

f

converge si et seulement si x 7→
∫ x

a

f est majorée.

Pour α dans R, étude de l'intégrabilité de x 7→ 1
xα sur

[1,+∞[.
Pour f et g deux fonctions réelles positives continues

par morceaux sur [a,+∞[ :
� si 0 6 f 6 g, l'intégrabilité de g sur [a,+∞[

implique celle de f ;
� si f(x) =

x→+∞
O (g(x)), l'intégrabilité de g sur

[a,+∞[ implique celle de f ;
� si f(x) ∼

x→+∞
g(x), l'intégrabilité de g sur

[a,+∞[ équivaut à celle de f .


