Intégration sur un intervalle quelconque

Les fonctions sont a valeurs dans K, corps des réels ou des complexes.

L’objectif de ce chapitre est double :

— définir, dans le cadre restreint des fonctions continues par morceauz, la notion d’intégrabilité sur un

intervalle non compact;

— compléter l’étude des séries de fonctions par celle des intégrales 4 paramétre.
La technicité n’est pas un but en soi. On privilégie donc les exzemples significatifs (par exemple intégrales eulé-
riennes ou transformées intégrales).
Le programme ne contient aucune forme du théoréme de Fubini, qui pourra étre admis pour traiter un exercice
ou un probléme nécessitant son utilisation.

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Intégrale généralisée sur un intervalle de la forme [a, +o00[
—+oo —+oo
Pour f continue par morceaux de [a,+oo[ dans K, Notations / 7, / f@t) dt.
+oo a a
Iintégrale / f est dite convergente si la fonction
a

T~ / f a une limite finie en +oc0. Si tel est le cas,

+o00
on note / f cette limite.
a
Linéarité de I'intégrale sur [a, +00[, positivité. Dériva-

“+o0o
tion de x — / f si f est continue.
xr

b) Intégrabilité sur un intervalle de la forme [a,+o00[

Une fonction f est dite intégrable sur [a,+oo[ si On utilise indifféremment les expressions « f est inté-
—+o0 “+o00

/ | f| converge. grable sur [a, +00[ », et « I'intégrale / f converge
¢ absolument ». ‘

+o0o
Si f est intégrable sur [a, +00], alors / f converge. L’étude des intégrales semi-convergentes n’est pas un
a objectif du programme.

c) Intégration des fonctions positives sur un intervalle de la forme [a, +o0]

+oo
Si f est positive sur [a,+o0o], lintégrale / f

a

converge si et seulement si x — / f est maJoree

Pour « dans R, étude de I'i
1, 4+o00].
Pour f et g deux fonctions réelles positives continues
par morceaux sur [a,+o0] :
— 81 0 < f < g, lintégrabilité de g sur [a, +00]
implique celle de f;
— si f(x) e O (g(z)), l'intégrabilité de g sur
[a, +o0o[ implique celle de f;
— s f(x) e te g(z), lintégrabilité de g sur
[a, +00[ équivaut & celle de f.

sur




CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

d) Intégration sur un intervalle quelconque

Adaptation des paragraphes précédents aux fonctions
définies sur un intervalle semi-ouvert de R.

Pour a dans R, étude de I’ 1ntegrab111te de x — 0

z— a)"‘

sur ]a,b], de Pintégrabilité de x — sur [b, al.

[z — alo‘

Adaptation des paragraphes précédents aux fonctions
—2
définies sur un intervalle ouvert |a, b de R, (a,b) € R".

Si I est un intervalle de R, linéarité et positivité de
I’application f +— /f sur l'espace des fonctions de [

dans K dont l’intégiale converge.

Relation de Chasles.

Espace des fonctions intégrables de I dans F.
Inégalité triangulaire.

Si f est continue et intégrable sur I, & valeurs dans

Rt etsi [ f=0, alors f est identiquement nulle.

I
Changement de variable : étant données une fonction
f continue sur |a, b[ et une fonction ¢ : ]a, 5] — ]a, b]
bijective, strictement croissante et de classe C!, les

B
1ntegra1es/ f(t)dt et/ f(p(uw)) ¢'(u) du sont de

méme nature et égales en cas de convergence.
Integratlon par parties sur un intervalle quelconque :

/f Bydt = (o]’ /f

b b

Notations / fi | f@t)de.

a a
On utilise indifféremment les expressions « f est inté-
b
grable sur [a,b]», et « I'intégrale / f converge abso-
a

lument ».

b b
Notations/ f,/ fe)de

Notation / f-
I

Adaptation au cas ou ¢ est strictement décroissante.
Les étudiants peuvent appliquer ce résultat sans jus-
tification dans des cas de changements de variable
simples (fonctions affines, puissances, exponentielle,
logarithme).

L’existence des limites du produit fg aux bornes de
l’intervalle assure que les intégrales de f¢’ et f’g sont
de méme nature. Notation [f g]Z

e) Intégration des relations de comparaison

Intégration des relations de comparaison : domination,

négligeabilité, équivalence.

La fonction de référence est positive.
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