26/11/21 Corrigé Probléme n"7 MP2

CCS TSI MATHS2 2021

I Commutant d’'une matrice

I.A Propriétés générales

Q1. — I, € Cy car la matrice identité commute avec toute matrice, C4 est donc non vide.
— Soient M; et M, deux matrices de C4 et soit A un réel, alors :

(A,Ml +My)A= /’\,MIA + M)A
= AAM; + AM; car (M, M,) € C4
= A(AM; + M)
Donc Cy4 est stable par combinaison linéaire.

En conclusion, C4 est un sous-espace vectoriel de .4, (R).
Q2. Soient M et N deux matrices de Cy, alors:

MNA=M(INA)=MANcar Ne Cy
=(MA)N=AMN car M€ Cy

En conclusion, C4 est stable par produit matriciel.
Q 3. Pour M € Cy fixé, prouvons cette affirmation par récurrence sur 'entier k = 0.
« Initialisation : pour k=0, 0n a M*=M° =TI etdonc M° € C,.
o Hérédité : soit k € N un entier fixé. On suppose que M ke C,. Alors, d’apres la question précédente, en posant
N=M* ona(MxN)eCy,s0it Mx N=Mx M*=M*1eC,.
» Conclusion : la propriété considérée étant vraie au rang 0 et héréditaire, on peut affirmer que :| Vk e N, M kecyl.
Q4. SoitITe R[X].
Tout d’abord, si IT est le polynéme nul, il est tout a fait évident que I1(A) commute avec A puisque I1(A) est, dans ce
cas tres particulier, la matrice nulle de méme format que A.
Supposons dorénavant que I1n’est pas le polyndéme nul; soit alors d = d°(I1) le degré du polyndme IT puis (g, a1, ..., &g) €

d
R ges coefficients, en sorte que : I1(X) = Z aka.
k=0
d
Ona:II(A) = Z aAF, la matrice I1(A) est combinaison linéaire de puissances de A, d’apres la question précédente
k=0

I1(A) est donc combinaison linéaire de matrices qui commutent avec A. Puisque C4 constitue un sous-espace vec-
toriel de .4, (R), on en déduit que|I1(A) € Cy4 |

Q5. Puisque la matrice carrée P est inversible, on a pour tout couple (X, Y) € 4, ([R)? :
Y=X < YP=XP < P 'yP=pP'XP
Mais alors, pour une matrice quelconque M € .#,,(R), on peut affirmer que :

MeCy AM=MA
AMP = MAP

P 'AMP=P 'MAP

PlaPP YMP=P 'MPPHAP

(P 'AP)(P~'MP)=(P'MP)(P ") AP)
M’ € CAr

1rogny
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Q6.

Q7.

Qs.

I.B
L.B.1

Q9.

Tout d’abord, d’apres la question précédente : @ est bien a valeurs dans Cy et ¥ a valeurs dans Cg.
Ensuite, pour (M, M) € Cf‘ et(a,p) € R? fixés, on obtient en appliquant les regles usuelles du calcul matriciel :

®(aM, + M) = P~ L (aM, + BMo)P = (aP M, + BPIMo)P = aP M P + BP7I My P = a®(M)) + BO(Ms),

ce qui prouve que @ est linéaire.
On montre de la méme facon que ¥ est elle aussi linéaire.

Lassociativité du produit matriciel permet d’affirmer que

VMeCy, ®o¥(M)=dPMP Y =P Y (PMP HP = (P 'P)M(P'P) = M,

ensorte que:| ®o¥ = ich, .
On prouve de méme que:| Y o® =idc, |

D’apres les deux questions précédentes, les applications ®: Cy — Cu et ¥ : Cy — C4 sont toutes deux linéaires
et bijectives, tellesque: @ ' =¥, ¥~ =,
On peut donc affirmer que ® et ¥ constituent des isomorphismes d’espaces vectoriels.

Quelques exemples en dimension 3

Premier exemple

» Recherche des valeurs propres de A :
Observons que le polyndme caractéristique y 4 est tel que
A+1) 0 -2
VAER, ya(M) = 0 A+1) 0
1 -1 1-2)

A+D[A+DA-2)+2]
A+D[A*-1]
A+DAA-1)

Le spectre de A est donc constitué des trois valeurs propres . = -1, 1, =0et A3 =1.

Puisque la matrice A est carrée de format (3 x 3) et possede trois valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable.
« Détermination des sous-espaces propres associés a chaque valeur propre de A : -
o Recherche de Ej, (A) :

Pour A; = —1, on obtient en appliquant des opérations élémentaires aux lignes de (A— A1) = (A+1):

0 0 2 1 -1 0
A-MD=A+D=( 0 0 O |«—:—| O O 1|,
1 3

-1 0 0

en sorte que :

Ainsi:| Ey, (A) = Vect =Vect[C(U] .

H

o Recherche de E, (A) :
Pour A, =0, des calculs similaires montrent que

X
x=2z
y EEAZ(A)@{ ,
z y=0
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2
en sorte que| B, (A) = Vect 0 = Vect [C(Z)] R
1
o Recherche de Ej, (A) :
Enfin dans le cas de la valeur propre A3 =1,ona:
X
xX=z
Y |€Ep(A) = { ,
=0
z
1
ensorte que | Ey, (A) =Vect |[ 0 || =Vect[c®]|
1

Q10.

Q1l1.

Q12.

» Conclusion (diagonalisation explicite de A) :

en conclusion, on peut donc affirmer que A= P;DP; ! pour une matrice inversible P; et une matrice diagonale D
données par

1 21 A0 0 -1 0 0
p=l c® c® ¢c® |=]1 0 0 |eth=[ 0 A, 0 |[=] 0 0 O
0 1 1 0 0 A3 0 0 1

Soit M’ € #3(R). Puisque multiplier M’ & gauche par D = diag(—1;0; 1) revient a multiplier la 1ere ligne de M’ par

—1 etla 2éme par 0 en laissant la 3¢me inchangée, tandis que multiplier M’ & droite par D revient a multiplier la 1ére

colonnede M’ par —1 et la 2éme par 0 en laissant la 3¢éme inchangée, on aura

-myp=0,-mz=m3 my2=my3=0

DM'=M'D < {0=-my,0=my3 S imy1=mp3=0 < ’ 3(a, b, c) e R®, M’ = diag(a, b, c)

mg) =—-mg1, M32=0 mg =m32 =0

D’apres la question précédente, Cp est de dimension 3 et la famille

&p = ( EB® EG)

3)
L1 2,2’E3,3)

forme une base de Cp.

D’apres la Q.5, 'application ¥ : Cp — C, définie par W(M') = Py M' Py ! est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Dans ces conditions, on doit avoir dim(C4) = dim(Cp) = 3, et en appliquant ¥ aux trois vecteurs de base de Cp on
obtient une base de C4.

1 2 1 1 0
Or,commeP;=| 1 0 O etP{I: 1 -1 -1
01 1 -1 1 2
1 00 010
3) p-1 _ 1_ —
PECPI =1 0 0 |[xPi'=[[ 0 1 0 =
000 000
etde méme:
020 2 -2 -2 00 1 -1 1 2
PEDPT =0 0 0 |xPi'=[| 0 0 0 |=Q|PEXP'=l0 0 0 [xP'=/[ 0 0 0 |=Qs
010 1 -1 -1 00 1 -1 1 2

En conclusion, C,4 est de dimension 3 et la famille’ 2 =(Q1,Q2,Q3) ‘forme une base de Cy4.

CCS TSI MATHS2 - 2021
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I.LB.2 Deuxieme exemple

Q 13. Puisqu’elle est symétrique, la matrice carrée réelle B est diagonalisable (et méme orthogonalement diagonalisable)
dans /3 (R).
Observons que le polyndme caractéristique yp est tel que

A=7) -2 2

VAER, yp(W) = -2 A-4) 1
2 1 A-4)

A=-7 -2 2

-2 (A-4 1

0 (-3 (A-3)
A-3)[A-T)A-4)-4-(A-7)—4]
(A-3)[A* - 121 +27]

(A-3)%(1-9)

Les valeurs propres de B sont donc 1; = A, = 3 (double) ainsi que A3 =9.
Identifions précisément le sous-espace propre associé a A1 = A, = 3; en appliquant des opérations élémentaires aux
lignes de (B —31I), on obtient :

4 2 -2 , 1.1
B-3n=[ 2 1 -1 |—w—|, 2 2|
1 -1
2 2 D o
ainsi:| E3(B)=Vect || 0 || 1 =Vect[cV,c?] |
1 0
Enfin, comme B est symétrique, c® =cWaAc? = —% fournit assurément un vecteur propre de B associé a
1
2

son autre valeur propre A3 =9.
En conclusion, la matrice B se diagonalise explicitement sous la forme B = P, AP;U, ol

i -3 -1 A0 0 300
P=f CcV c® ¢c® |=l 0 1 -1 |etD=| 0 A 0 |=|0 3 0
1 0 3 0 0 As 009

Q 14. Observons que pour M’ € ./3(R) quelconque, le produit AM’ change la matrice M’ en multipliant ses deux 1eres
lignes par A1 = 3 et sa 3éme ligne par A3 = 9, tandis que le produit M’'A change la matrice M’ en multipliant ses deux
leéres colonnes par A = 3 et sa 3eme colonne par A3 =9. Ainsi :

3m1,3 :9m1,3
/ / / 3mp3=9mgy3
MeCy =AM =MA = < my3=my3=m31=m3z2=0
A 1,3 2,3 3,1 3,2
9m3,1 =3m3,1

9m3,2 = 3I’Fl3,2

En conclusion, on a bien

M' e Ch <> 3(a,b,c,d,e) eR’, M =

S o Q
o
==

Q 15. D’apres la question précédente, la famille

—[® B B £B) £B)
&= (El,l’El,Z'EZ,l’EZ,Z'E3,3)
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constitue une base de Cx, qui est donc de dimension 5.
D’apres la question Q8, il en résulte que Cg est lui aussi de dimension 5 et que

&y = (PED, WED, WE), VED), VED)) = (PED P ), (PER P, ), (PES P, (PES) P, (PES Py )

forme une base de Cg.

I.B.3 Troisieme exemple

Q 16. On développe par rapport a la premiére ligne :

A -1 0
rcA) =detAl3-G) =10 A -1
2 -3 A
A -1 o -1
=A% Gk 3
=A% -3)+2

Donc| yg(A) = A3—31+2|

Ce polynéme a une racine évidente : y(1) = 0. Elle est double car y; () = 312 -3 gannuleen 1.

On factorise donc par (A —1)?: xc)=A- 1)?(A +2). | Les valeurs propres de G sont donc 1 et —2 |.
Cherchons les sous-espaces propres :

X -x+y=0
xX=z
X:(y)eElm -y+z=0 <=>{
y=z
z -2x+3y-2z=0
1
Donc| E; =Vect| |1 R
1
X 2x+y=0
y=-2x
X:(y)eE_zc) 2y+z=0 @{
z=4x
z —2x+3y+2z=0

1
Donc| E_y = Vect ((—2)) .
4

Q 17. Le polynome caractéristique de G est scindé sur R, donc| G est trigonalisable sur R ‘

La multiplicité de 1 vaut 2, mais son sous-espace propre est de dimension 1, donc ’ G n’est pas diagonalisable |.

1 1
Q 18. Lesvecteurs u = (—2) etv= (1) trouvés dans la question|16{conviennent.

4 1
0
Q19. Onpose w = | y| etonrésout le systéme :
z

y=1

y=1
(g-Idp)w)=v <= {-y+z=1 <<= { )
=

3y—-z=1

0
Donclw=|1||
2
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Q 20.

Q2l.

Q22.

1 1 0
Posons P53 = (—2 1 1) la matrice dont les vecteurs colonnes sont u, v et w. Vérifions que Ps est inversible avec
2

4 1
1 1 0 1 1 0 1 1 0
-2 1 1|~]10 3 1|~(0 3 1
4 1 2 0 -3 2 0 0 3

le pivot de Gauss :
Le matrice P3 est de rang 3, donc elle est inversible. En particulier, ‘ %' = (u, v, w) est une base de R® |.
De plus, P; est la matrice de passage de la base canonique a la base 98’. D’apres la formule de changement de bases,

P;"Matcan(g)P3 = Matg (g) = T

Or, d’apres les questionsetﬂ la matrice de g dans la base %' est :

-2 0 0
T=10 1 1
0 0 1

Onabienalors: G = P3TP;".

0 0O
Attention : Il y a une erreur d’énoncé! En effet, la matrice [0 0 0| ne commute pas avec 7.
01 0
a [ g
Soit M'=|h b c|.Calculons:
i d e
—-2a -2f -2g -2a [ f+g 0 -3f -3g
TM'-M'T=|h+i b+d c+e|-|-2h b b+c|=|3h+i d e-b
i d e -2i d d+e 3i 0 —-d
Ainsi,
-3f=0
-3g=0
. 0 o0
3h+i=0 d=f=g=h=i=0 @
M eCr < | ! { f=¢ ! = M=(0 b ¢
d=0 e:b 0 0 b
e—b=0
3i=0

a 0 0
Ainsi, | M’ est dans Cry si et seulement s'il existe trois réels a, b et ¢ tels que M F= (0 b c) .
0 0 b

I _ 3 3) 3) 3
Une base de Cr estdonc| &' = (El,l, E2,2 + E3’3,E2'3) .

D’apres la question |8} la famille & = (PgEﬁ Py 1,P3 (Ef; + E?;)Pg 1,P3E§3§P3_ 1) est une base de Cg. En utilisant le
pivot de Gauss, on trouve

1 2 1
L8 2
By 9 s
2 ? 1
3 3
Ainsi, la base cherchée est (en utilisant la calculatrice!) :
1 _2 1 g8 2 _1 ~2 1 1
g2 & (2 2 2|2 1%
A T M 7O O U
9 9 9 9 9 9 3 3 3
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I.C Commutant d'une matrice d’ordre n ayant n valeurs propres distinctes

Q23. Comme A a n valeurs propres distinctes, son polynéme caractéristique admet n racines simples. Comme il est
de degré n, il est scindé et toutes ses racines sont simples. Ainsi, | A est diagonalisable | Il existe donc P, € .4, (R)

inversible telle que A = P4DP4_1, ou D =diag(1y,...,Ap).

m
Q 24. PrenonsIl= Z aka un polynéme de R[X].
k=0

m
T(diag(Ay,..., An) = Y ardiag(dy, ..., A"
k=0

m
= Z akdiag(/llf, ...,)Lﬁ)
k=0

m
= Z diag(ak/llf,...,ak/llfl)
k=0

m m

=diag| Y apAf,..., Y apAk
k=0 k=0

=diag(II(Ay),...,I1(A,))

Ainsi, pour tout polynoéme IT € R[X],

I(diag(Ay,...,A,)) = diag(Il(1y),...,I1(1,))

Q25. Soit BQeR,—1[X]etpueR.

OUP+Q) = (WP +Q)(A1),..., (P + Q)(Ayn)
= (uP(A1) + Q(A1), ..., uP(An) + Q(A,))
= w(PA1),...,PA)) +(QA1),...,Q(Ay))
= uO(P) +0(Q)

Donc| O est linéaire |.

Soit IT € ker(®). Alors I1(1;) = --- =I1(1,), donc IT a au moins 7 racines distinctes. Comme le degré de I1 est inférieur
ou égal a n—1, Il est le polyndéme nul.
Donc’ ker(®) = {0} : I'application O est injective |.

Q 26. Comme dimR,,_1[X] = dimR", I'application © est un isomorphisme : pour tout (i1, ..., ;) € R", il existe un unique
QeR,_1[X] tel que O©(Q) = (Uy,...,Un), donc:

Vie[l,nl, QWQA;)=pu;.
Q 27. Prenons (i, ) €1, nl?.
(M'D); j = kil[Ml]i,k[D]k,j =[M'];j[Dlj; = A;[M';
car les seuls coefficients de D qui sont non nuls sont sur la diagonale. De méme,

[DM'; ;=) [D]; k[M']g,j = [D1;,ilM'];,; = AiIM'];
k=1

Donc

[M'D]; j=A;IM';; et [DM']; ;=AM ;

Q 28. D’apres la question précédente,
M'eCp < V(i,j)ell,nl?, [M'D];;=[DM;;
= V(,)ell,nl? [Ml;jdi-=1;)=0
= Y(,j)ell,nl? i#j=[Ml;;=0
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car tous les A; sont distincts. Ainsi, on a bien :

M' e Cp < M est diagonale

Q 29. Une base de 'espace des matrices diagonales, donc de Cp est

I _ pn) pn) (n)
B _(EI,I’EZ,Z"“’EYZ,H

En effet, cette famille est libre car c’est une sous-famille d'une base, et elle est génératrice car pour tout y, ..., 1, €R,

diag(ys, ..., tn) = HlEiﬁ) +ooet i BT
En utilisant la question une base de C4 est donc

B = (P P PSP, PED P

Q 30. D’apres la question précédente, dim C, = n. Ceci correspond au résultat trouvé question[12|car dans cette question,
ona n =3 etla matrice A a 3 valeurs propres distinctes.
Q31. D’aprés la question [8} la matrice M’ est dans Cp. D’aprés la question il existe y1,...,u, € R tels que M’ =

diag(u1,..., Un).
D’apres la question il existe Q e R,,—1[X] tel que Vi € [1, n], Q(A;) = ;.

D’apres la question

\ M =diag(Q(A1), ..., Q(A,) = Q(diag(Ay, ..., 1,) = Q(D) \

Q 32. Montrons par récurrence sur n € N que (P;,DP; )" = P,D" P} .
— Initialisation : pour n =0, 0ona (P4DP, 1o - I, et P4D°P4_ = PyPy 1= I, donc la formule est vraie au rang 0.

— Hérédité : prenons n = 0 et supposons que (P4DP; )" = P,D"P; .
Alors
(P4DP; Y™ = pyDP Y (P, DP "
=P4DP;'P,D"P;' d’aprés'HR
=P,DD"P,—~1
— P4Dn+lp4—1

La formule est vérifiée au rang n + 1.

D’apres le principe de récurrence, | pour tout n e N, (P,DP; )" = P4D"P; " |

m
Prenons maintenant I1 = Z aka e R[X].
k=0

m
(P,DP;Y) = Y ar(P4DP;Y)*
k=0

m
= Z akP4DkP4_ 1 d’apres la récurrence
k=0

m
=P, arDF| P!
k=0

en factorisant a gauche par P, et a droite par P;l. Donc Pi(P4DP44) = P41'I(D)P;1 .

Q33. Comme M'=P,;'MP;,ona M=P,M'P;".
En utilisant les deux questions précédentes, on a:

M=P,M'P;' = P,Q(D)P;' = Q(P4DP; ")

CCS TSI MATHS2 - 2021
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I.D Commutant d'une matrice diagonalisable ayant deux valeurs propres

Q 34. Soit M' € 4, (R), et soit les matrices My, € My, (R), My, € Mpy 1, (R), Moy € My, n, R) €t My, € My, (R) telles que :
M| M
M':( 11 12 ).Onaalors:
My, | My,

MIn | 0 )(M{IM;Z)Z(MhM{z)(MIm 0
0 ‘ Aalnz ) Mél ‘ Méz Mél ‘ Méz . 0 ‘ AaInz
( MM'11 | .M, )_( MM | M, )
MMy, | My, |7\ My, | A2M),
0 (A2 — )M
= ( i =AM}, 0 ):O
= Mjp=M; =0

DM =MD < (

Puisque 1y # A,, on a donc bien :

M | 0
M eCp 3M{ € Mn, (R) et Mﬁ € My, (R) telles que M = ( Ol M )
2

Q 35.

MeCy <= AM=MA
< (PsDP;" )M = M(PsDP;")
< (PsDP;")(PsM'P;") = (PsM'P;")(PsDP; )
< PsDM'P;' = PsM'DP;!
< DM' = M'D(en multipliant a droite par Ps et 4 gauche par P; ")
— M eCp
Montrons que Cp est isomorphe a .4y, (R) x 4y, (R).
M| 0
0 | M)
@ est linéaire et d’apres ce qui précede, ¢ est surjective. On montre facilement que ¢ (Mj, M) =0 = Mj =0 et

M, = 0 donc ¢ est injective. Ainsi, Dim Cp=Dim (., (R) x Ay, ([R))=Dim (4, (R))+Dim (4, R)) = n? + nj.
Lapplication linéaire de C4 dans Cp qui 2 M associe M’ = P; I MP5 est également un isomorphisme d’espace vec-

Soit ¢ : M, R) x M, [R) — Cp telle que ¢ (M7, My)) = (

toriel (démonstration laissée au lecteur) donc finalement on a| Dim C4=Dim Cg = n% + ng .

Ala question Q15., on a montré que Dim Cp =5 et on avait n; =2 et n, = 1 et donc n% + n% =5.

’ Le résultat de cette question est cohérent avec celui de la question Q15. ‘

II Suites récurrentes linéaires d’ordre 3

II.A Ftude du cas particulier a = 0

Un+1 0 1 0 Uy
Q36. Ona|uus2|=10 0 1||up+1|-
Ups3 -2 3 0)\ups2

On a donc et par récurrence immédiate,

-2 0 0 -2 0 0 0 00
Q37.OnaT=|0 1 1|=D+NenposantD=|0 1 OfetN=[0 0 1.
0 0 1 0 0 1 0 0O

Pourn=0,ona T° =lzetpourn=1,0na T'=T.
Soit n = 2 : on montre facilement que N et D commutent, on peut utiliser le binéme de Newton :
o (n _
T"=(D+N)"=) ( )NkD” k
im0 \k
On montre facilement que N? = 0 donc pour tout entier k > 2, Nk=0:
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T" = (”) NOD" + (’11) N'D"' = D"+ nND"!

0
-2 0 0 0 0 O =2 0 0
T" = 0 1 0]+]0 0 mn|= 0 1 n
0 0 1 0 0 O 0 0 1
On constate que cette formule est également valable pour n =0 et n =1 donc:
=2 0 0
VvneN, T"=| 0 1 n
0 0 1
2" 0 0 0 0 O 0 0O
Q38. Onpose T=T1+ 1o+ Tz avec T7 = 0 0 0|, =0 0 nletIz3=|(0 1 0
0 0 0 0 0 O 0 0 1

D’apres la question Q 36., on a, pour tout entier n, U, = T" Uy

Donc Uy, = P3(Ty + To + T3) Py ' Uy = P3 Ty Py ' Uy + P3 To Py ' Uy + P3 T3 P31 Uy

Le premier terme de cette somme est un vecteur de R® dans lequel on peut factoriser par 2",
le deuxieéme un vecteur de R® dans lequel on peut factoriser par n.

Uy ap bo Co
Onadonc | ups |=2" a1 |+n| b1 |+]|a
Upi2 ap b co

‘ Pour tout entier n, u;, est donc une combinaison linéaire de (-2)",net 1 ‘

39. Soit (1) nen une suite telle que pour tout entier n, on a u, = a(=2)" + fn+7y.
que p Y

Bups1 +2uUn =3a(=2)""1 +3B(n+1) + 3y —2a(-2)" —2fn -2y
=a(-2)"Bx(-2)+2)+pBn+3-2n)+y
=3a(-2)"P+p(n+3)+y

= Un+3

Toute combinaison linéaire des trois suites précédentes vérifie donc la relation de récurrence II.1.

IL.B Ftude du cas général

Q 40. ¢ est clairement linéaire.

a
Montrons que ¢ est surjective : soit [ B | € R3. Alors la suite défnie par ug = a, u; = f8 et up =y et pour tout entier 7,
Y
a
Up+3 = AUpio + (@+3)upy —2(a+ 1) u, appartient a F et a pour image | B | par ¢ : donc ¢ est surjecive.
Y

0
Montrons que ¢ est injective : Soit u une suite de F telle que ¢(u) =|0].
0
Montrons par récurrence forte sur N que pour tout entier naturel n, on a u, =0.
— Initialisation: pour n=0,n=1etn=2ona u, =0 puisque ¢(u) =0
— Heérédité : prenons n = 0 et supposons que U, = Up+] = Up+2 =0
Onaalors uy3=auy2+(@+3)up1—2(@+1u, =0
La propriété est vérifiée au rang n + 3.
D’apres le principe de récurrence forte, pour tout entier naturel n, on a u,, = 0 donc u = 0 et ¢ est injective.

¢ est un isomorphisme et Dim F=Dim R® =3

Q41. ¢ étantunisomorphisme de F dans R3, la famille {, v, w} est une base de F si et seulement si la famille {ow), p(v), p(w)}

est une base de R.
Cette famille est une famille de trois vecteurs de R® donc c’est une base si et seulement si elle est libre si et seulement
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Q2.

Q43.

Q 44.

Q 45.

Q 46.

Q47.

si son déterminant est non nul.

Up Vo Wo
Onadonc:|{u, v, w} estune base de F si et seulementsi |{u; v; wi|#0
U v2 w2

Soit x € R*. Pour tout entier n, on pose u;, = x"’.

UeF < VneN,x"3 =ax"?+(a+3)x"" +2(a+1x"
— VneN,x”(x3—ax2—(a+3)x+2(a+1)):0

— xs—axz—(a+3)x+2(a+1):0puisquex7£0

Onabien|ue F <— x3—ax2—(a+3)x+2(a+l)=0‘

Onal’-ax1>-(a+3)x1+2(a+1) = 1—a—a—3+2a+2:0donc‘1estracinedeC‘

On en déduit que C est factorisable par x — 1.

On cherche donc trois réels a, f et y tels que ¥ —ax’—(a+3)x+2(a+1) = (x-D(ax®+ Bx+7y)
(x—l)(a:x2+ﬁx+y) =ax3+(ﬁ—a)x2+(y—ﬁ)x—y.

a - ! a =1
R , B-a = -a B
On a donc le systeme suivant : B = 1-a
Y-8 = —-(a+3)

Onadonc x* - ax®*— (a+3)x+2(a+1) = (x—1)(x* + (1 - @)x—2(a+1). On cherche les racines du polynéme x* + (1 —

ax-2@+1):onaA=(1-a)’+8(a+1)=a’+6a+9=(a+3)>=0donc ces racines sont réelles.
Donc\ les racines de C sont réelles \

D’aprés la question précédente, si a # —3 alors le discriminant du polynéme x? + (1 — a)x — 2(a + 1) est strictement
positif et donc ce polyndme admet deux racines réelles distinctes r; et r».
Le produit de ces deux racines est égal a —2(a + 1) et leur somme est égale a (1 — a).
Supposons que l'une de ces racines soit égale a 1 : leur produit étant égal a —2(a + 1) alors la seconde est égale a
—2(a+1), et dans ce cas la somme de ces deux racines est égale a —2a + 1. On doit donc avoir —2a + 1 = 1 — a soit
a =0, ce qui est exclus.
Donc‘ C admet deux racines distinctes autres que 1 ‘
D’apres la question Q41., les trois suites (1) zen, (71) nen €t (72) ey forment une base de F si et seulement si
1 1 1
1 rnn nr # 0. On reconnait un déterminant de Vandermonde égal a (r; — 1) (rp — 1) (12 — r1) qui est bien non nul
1 rl2 rz2
puisque r; et ry sont des réels distincts et tous deux différents de 1.
Donc‘ les trois suites (1) yen, (71) pen €t (72) neny forment une base de F

Si a = —3 alors le polynéme x* + (1 — a)x — 2(a + 1) s'écrit x> + 4x + 4 = (x +2)* qui admet une racine double égale a
-2..
Donc‘ Si a = -3, 'équation (II.2) admet une racine simple égale a 1 et une racine double égale a -2 ‘

Soit x € R*. On pose, pour tout entier n, v, = nx". Soit n € N : d'une part,ona:

n+3

Un+s— AUnsz — (@ +3)Ups1 +2(@+ Doy = n+3)x" P —am+2)x"? = (a+3)(n+ Dx" ' +2n(a+ 1)x"

=x"((n+3)x* —a(n+2)x* - (a+3)(n+ Dx+2n(a+1))
Et d’autre part :

x" (nC(x) + xC'(x) = x" [n (x> — ax® — (a+3)x+2(a+ 1)) + x (3x* — 2ax - (a+3))]

3

=x" (nx* - nax* — n(a+3)x+2n(a+1) +3x* - 2ax* - (a+3)x)

=x"((n+3)x* —a(n+2)x* - (@+3)(n+1x+2n(a+1)

Donc on a bien :‘ VYREN, Upis — AUniz — (@+3)Ups1 +2(a+ v, = X" (nCx) + xC' (%)) ‘

Si a = -3 et en utilisant la notation précédente, on a :

Un+3 = AUns2 = (@+3)Vps1 +2(a+ vy, = (-2)" (nC(-2) - 2C'(-2))
= 0 puisque -2 est racine double de C donc C(-2) = C'(-2)=0
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Donc|si a = -3, la suite (n(-2)"), . est un élément de F
Montrons que la famille {(1) sen, ((—2)") ,,cpy» (7(=2)")

} est une base de F :

neN
1 1 0
On utilise la question Q41.:|1 -2 -2|=-18#0.
1 4 8

Donc| la famille {(1) nen, ((=2)") 1> (7(=2)") e} €5t une base de F

Q 48. On reconnait I'équation qui définit F avec a = —3.
D’apres la question précédente, on sait qu'il existe trois réels a, § et y tels que : Vre N, u, = a + f(—2)" + yn(-2)"
Or,onaup=1, u; =0etuy =1doncon ale systeme:

5

a = =

a+p =1 2

a-2f-2y = 0 Onrésoutlesysttmeetontrouve:< g = -
a+4pf+8y = 1 91
Y = 7%

5 4 1 i
On adonc: Vnel\l,un=§+§(—2)n—5n(—2) )

S OUM
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