Les grands théorémes de permutation d’intégrales sur un intervalle quelconque

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

f) Passage a la limite sous 'intégrale

Théoréme de convergence dominée : soit (f,) une
suite de fonctions continues par morceaux de I dans
K convergeant simplement sur I vers une fonction f
continue par morceaux et telle qu’il existe une fonc-
tion ¢ positive intégrable sur I vérifiant |f,,| < ¢ pour

tout n. Alors :
I I

Extension au cas d’une famille & parameétre réel
(fx)xres ot J est un intervalle de R.

Théoréme d’intégration terme & terme :

Si (fy) est une suite de fonctions continues par mor-

ceaux et intégrables sur I, telle que la série Z fn
converge simplement vers une fonction f continue par

morceaux sur I et telle que la série Z / | fn(t)|dt
I

converge, alors f est intégrable sur I et

/If(t)dt_g/lfn(t)dt.

Démonstration hors programme.

L’hypothése de continuité par morceaux de f, impo-
sée par les limitations du programme, n’a pas 'impor-
tance de 'hypothése de domination.

Démonstration hors programme.

L’hypothése de continuité par morceaux de la somme,
imposée par les limitations du programme, n’a
pas limportance de I’hypothése de convergence de
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g) Continuité d’une intégrale & paramétre

Soit A une partie d’'un espace normé de dimension
finie, I un intervalle de R, f une fonction définie sur
A x I a valeurs dans K. On suppose que f est continue
par rapport a la premiére variable, continue par mor-
ceaux par rapport & la seconde variable. On suppose
de plus qu’il existe une fonction ¢ positive intégrable
sur I telle que, pour tout x de A, |f(z,.)| < ¢. Alors

g:xH/If(x,t)dt

est définie et continue sur A.

L’hypothése de continuité par morceaux, imposée par
les limitations du programme, n’a pas 'importance de
I’hypothése de domination.

Extension au cas ot ’hypothése de domination est
satisfaite au voisinage d’un point a de A. Si A est un
intervalle de R, extension au cas ou l'’hypothése de
domination est satisfaite sur tout segment de A.

& SI : transformée de Laplace.

h) Dérivation d’une intégrale a paramétre

Soit I et J deux intervalles de R, f une fonction dé-
finie sur J x I & valeurs dans K. On suppose que f
est continue par morceaux par rapport & la seconde
variable, que, pour tout = de J, t — f(x,t) est inté-
grable sur I, que g—i est définie sur J x I, continue par
rapport a la premiére variable, continue par morceaux
par rapport a la seconde variable. On suppose de plus
qu’il existe une fonction ¢ positive intégrable sur I

telle que, pour tout x de J, |%(x, )l < . Alors

g:x»—)/If(ac,t)dt

est de classe C! sur J et vérifie :
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! S
Vo € J, g (z) = o (z,t) dt.

Exemples d’étude de fonctions définies comme inté-
grales : régularité, étude asymptotique.

Extension au cas ot ’hypothése de domination est
satisfaite sur tout segment de J.
Classe C* d’une intégrale & parameétre, sous hypo-

these d’intégrabilité de 2L (z,.) pour tout z de J si

oxJ
0 < j < k—1 et domination sur tout segment de
a*r
W(QE, ) .

= PC : transformée de Fourier.
& SI : théoréme de la valeur initiale, théoréme de la
valeur finale.




