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Centre et matrice d’inertie

Un modele dynamique permet de prédire les efforts auxquels va étre soumis le systéme (liaisons,
pieces, etc.) lors de son fonctionnement qui fait intervenir des accélérations importantes.

Pour élaborer ce modele dynamique, des caractéristiques inertielles propres aux pieces doivent étre
définies. Au cours de cette séquence de dynamique nous aurons deux systémes « fil-rouges » : des yoyos
et une voiture de modélisme que nous verrons en TD.

1. Notion de masse et de centre d’inertie

1.1. Hypotheses et notations

En dynamique (comme en statique), les solides sont considérés comme :

- indéformables ;
- homogenes.
On notera:
- S le solide considéré ;
-V le volume du solide S (m3) ;
- dv un petit élément de volume situé autour d’'un point P de S (m3) ;
- P la masse volumique du solide S, supposée uniforme (kg/m3) ;

- dm=p.dV lamasse del'élément de volume dV (kg) ;
- m la masse du solide S (kg).

Pour simplifier les notations, on utilisera souvent des intégrales simples a la place des intégrales
doubles ou triples, mais ce n'est qu'une simplification de notation :

w=[ffpar= [ par=[an

1.1 Rappel: repére et référentiel Galiléen

- Unrepére (d’espace) est constitué d’'un point d’origine O et d’'une base orthonormée 2= (¥, y, 7).
On note 2 = (0, X, Y, 2).

- Un repeére de temps est un repére unidimensionnel orienté dans le sens de la succession des
événements dans le temps.

- On appelle repére galiléen un repere d’espace fixe ou en translation rectiligne uniforme par
rapport a I'ensemble de l'univers. Son accélération absolue est alors nulle. Pour une étude
mécanique des systémes industriels courants, un repeére lié a la Terre constitue une bonne
approximation du repére galiléen.

- Un référentiel galiléen est donc un repére galiléen associé a un repére de temps.
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1.2. Centre d’inertie

Le centre d'inertie d'un solide S est le point G tel que, pour un point P
quelconque :

Centre d’inertie m.0G =JOP.p.dV =JOP.dm

G _ v
Pour le calculer, on cherche OG par intégration. L'équation est valide quel que
soit le point O choisi. Il ne faut pas oublier de simplifier le probléme grace aux

symétries du solide (voir ci-dessous).

Le centre de gravité du solide S est le point auquel 1'action mécanique de la
pesanteur (du poids) se résume a un glisseur (torseur des AM avec moment nul).

fﬁf".dm=6
PeS

Centre de
gravité

Remarques importantes :

- Sile champ de pesanteur est uniforme, centre d'inertie et de gravité sont confondus, ce qui sera
toujours le cas en SI.

- Silesolide S possede un élément de symétrie (plan, axe ou centre), le centre de gravité, ou centre
d'inertie, appartiendra forcément a cet élément de symétrie.

Exemple: Ou se trouve le centre de gravité de I'effecteur de cette imprimante 3D delta ?

= A l'intersection des 3 plans de symétrie, donc sur |
un axe. Reste a déterminer a quelle position sur 1'axe par
intégration.

1.3. Exemple de calcul de centre d’inertie

On note G le centre d'inertie d'un demi-cylindre de rayon R et d'épaisseur e.

Simplification du probléme grace aux symétries :

¥

Calcul de yg :

Ny
=L

m.0G = J-O_ﬁ.p.dV
4

e
m.(yG.ﬁ—E.Z) = p.Jr.e_r’+z.Z.r.dr.d9.dz
v
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On cherche seulement la composante suivant y :

m.yg = p.frz.(e_r’.ﬁ).dr. dé.dz
g

myg = p.frz.sine.dr.dH.dz
v

=R 0= z=0
myg = p. f r2.dr. f sinf.df . fdz
r=0 8=0 Z=—e
R3
= p.—.2
myg = p.—.2.e
m.R?
orm=p.T.e

RetOC = — Ryj-2.7
=Yg = = Rj—-.
Ye € - y ) 4

1.4. Cas d'un ensemble de solide

Soit S un ensemble matériel discret de masse m et de centre de gravité G, soit une partition de S(m,G)
en néléments S;(m;, G;), alors :

— 1 — AN
0G = — ) m; 0G, / Sy \
m ’," > '\.\
i=1 /
G G
. . N A \ x e
Attention, pour des solides avec un enlevement de matiere (des trous par exemple), | g b2
on pourra considérer un solide plein (sans les enlévements de matiere) et un solide N /
correspondant au retrait de masse (donc avec une « masse négative »). \\ A /
~ rd

2. Eléments d’inertie

2.1. Moment d’inertie
L’inertie d'un solide est sa résistance a tout changement de mouvement.

En particulier, un moment d’inertie est la résistance a tout changement de rotation :

- Silesolide est au repos, le moment d'inertie représente la résistance a sa mise en rotation.

- Silesolide est déja en rotation, le moment d'inertie représente la résistance a tout changement
de cette rotation, que ce soit pour la ralentir, I'arréter ou
'accélérer davantage.

Soit M un point quelconque de S, unrepére R = (0, X, y, Z), avec
OM = x% + yy + zZ et un axe A = (A, 7). On note H la projection
orthogonale du point M sur I'axe A.

Le moment d’inertie du solide S par rapport a I'axe A est le scalaire
positif:

I =JW2dm
s/A V( ) (A
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Remarques :

- Onse servira de moments d’inertie pour calculer les moments cinétiques et dynamiques.
- Ce moment traduit la répartition de la masse autour de 1'axe de rotation.

2.2. Matrice d’inertie

En considérant les différents moments d’inertie d’'un solide, on définit la matrice d’inertie.

La matrice d’inertie du solide S (de volume V') au point O est défini par :

4
La matrice d’inertie est représentée par une matrice symétrique 3x3 :
A —-F -—E
[Ilps=|-F B -D
—E —-D C lgyz
Matrice A, B et C sont les moments d'inertie par rapport aux axes (0, X), (0, ¥) et (0, 2) :
d’inertie [I] 0,
d’un solide S en A= f(y2 +z3).dm B= f (x?2+2z%).dm C= f (x2 + y?).dm
un point O v v 14

D, E et F sont les produits d'inertie par rapport aux plans (0,¥,7), (0,%,Z) et
(0,%,9):

D=fy.z.dm E=fx.z.dm F=fx.y.dm
14 14 14

A [I]o,s-un'ade sens que si [I]o s et U sont exprimés dans la méme base !

Remarque : La matrice d’inertie ne dépend que de la répartition de sa masse. Les solides étant considérés
homogeénes, la matrice d'inertie ne dépend que de la forme du solide.

2.3. Opérateur d’inertie

On appelle fo,s (1) le vecteur opérateur d’inertie de S par rapport a I'’axe dont le vecteur directeur est i le
vecteur défini par:

los(@) = [To,s.
L'inertie de S par rapport a I'axe défini par u est :
[S/ﬁ - 7.7 ([I]O,Sl—l)) == 1.7 fO,S(ﬂ)
Remarques :

- Ainsi il est possible de déterminer I'inertie d'un solide par rapport a un axe quelconque a partir
de sa matrice d’inertie, et en particulier son opérateur d’inertie.
- Onretrouve les moments d’inerties et les opérateurs d’inertie dans la matrice d’inertie :

[ ] [ ]
° . 5= N
]/ Moment d’inertie (scalaire) 15/; =2z.1p5(2)

@&y

Vecteur I s(¥)
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2.4. Base propre d’inertie

La matrice d’inertie est réelle et symétrique, par conséquent elle est diagonalisable et possede un
systéeme de trois vecteurs propres orthogonaux.

Base propre La base propre d'inertie, ou base principale d’inertie, est la base dans laquelle
d’inertie la matrice d'inertie du solide S, exprimé a son centre de gravité G, est diagonale.
Remarques :

- Si cette base propre d'inertie est (X,y, Z), alors les axes (G, %), (G,¥) et (G, Z) sont les axes
propres d'inertie ou axes principaux d’inertie.

- Lesmoments d'inertie de la matrice d’inertie diagonale sont des moments principaux d’inertie.

- Le solide est dynamiquement équilibré autour de ces axes : il ne générera pas de vibrations
lors de sa rotation autour de ces axes.

Notion d'équilibrage d'un solide en rotation autour d'un axe A :
- équilibrer statiquement le solide revient a placer son centre de gravité sur l'axe A.

- équilibrer dynamiquement le solide revient a s'assurer que l'axe A est 1'un des axes propres
d'inertie

Equilibrage dynamique Z Equilibrage statique

Exemples de systéme avec ou sans équilibrage :

Vibreur de téléphone - Un solide qui n'est pas équilibré (statiquement et
dynamiquement), génére un balourd (des vibrations) lors de sa rotation. Dans
certains systémes, comme le vibreur de téléphone représenté ci-contre, le
déséquilibre est volontaire pour créer les vibrations.

Roue de voiture - Le but de 1'équilibrage des roues, pratiqué a E#
chaque montage de pneumatique sur une jante, est d'éviter les r
vibrations a haute vitesse. La tenue de route est améliorée et I'usure
des pneumatiques est réduite.

2.5. Propriétés des matrices d’'inertie

2.5.1. Symétrie par rapport a un plan

Si S posséde un plan de symétrie (0, X, y), alors sa matrice d'inertie exprimée en un point O de son
plan de symétrie se met sous la forme :

D=fy.z.dm=0
4

E=fx.z.dm=0
v

A —-F 0
= [1]5'0 =|—-F B 0]
0 0 Clzya

car tout point P a un symétrique P’ pour compenser.
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2.5.2. Symétrie par rapport a deux plans perpendiculaires (et forme de révolution)

Si S posséde au moins deux plans de symétrie (0, %,y) et (0, %,Z) (ce qui est le cas des solides de
révolution), alors sa matrice d'inertie exprimée en un point O appartenant a l'intersection des deux

plans de symétrie se met sous la forme :
P(x.y,z.dm)} 3

1 CA
i
|

i

P"(x.~y,z.dm);
A 0 0 §
[1]0'5 =0 B 0
0 0 Clzyz
D=E=F=0

P'(x,y.~z.dm)

3. Exemple de calcul d’'une matrice d’inertie

Calculons la matrice d'inertie d'un cylindre en son centre de gravité G.

Le cylindre S est plein et homogéne de hauteur h, de rayon R, de Ex
N

masse m, dans une base (X, 7, Z) telle que (G, 2) estl'axe du cylindre.

Forme de révolution=D =E=F =0

. . G dam
De plus comme les axes (G, X) et (G,y) ont des roles équivalents, h o
onendéduitA =B ,,,/'" “"'m\_\
A 0 O Qr\‘_//
=>[Ilgs=[0 A 0 .
0 0 Clgryz

A =J(y2 +z2).dm B= f(xz +2z%).dm C =J(x2 +y2).dm
v % v

Calculde C:
h
R n 2
2 2 2(cin? 2 3 p-m.R"h
C=f(x +y ).dm=fr (sin“6 + cos 9).p.r.dr.d9.dz=p.fr .dr fd@ fdz=T
14 14 ; e Ch
2

orm= p.m.R%h

m. R?

=>|C =
2

Calcul de A : On remarque qu'on peut lier l'intégrale a celle utilisée pour calculer C.

2A=A+B=f

(x> +y%2+2z%).dmn=C+ f (2z%).dm
% %
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h
f(z 2) dm = fz 2 R2.d _2 R2 (h)3 ( h)3 _m.hz N A_m.R2+m.h2
§ z%).dm = A zZ°.p.m. .Z—3.p.TL’. > 3 = == o
"2
'm.R2+m.h2 0 0 T
4 12
o[ s = 0 m.R2+m.h2 0
o 12
0 0 m.R?
2 “@y2

4. Théoreme de Huygens

Il sera parfois nécessaire d’exprimer la matrice d’inertie en un point qui n’est pas son centre d’inertie.
Pour cela, il faut utiliser le théoréme de Huygens.

Pour un point P quelconque :
[I]P,S S [I]G,S + mP—G) 74N (ﬂ /\P—G))
Ce qui est équivalent a :

Théoréme
de Ap  —Fp —Ep] [A¢ -F; —Eg Vé+2zé —xg.Y¢ —X¢-Zg
i [ps=|—-Fp Bp —Dp|=|-F; Bs —Dg|+m|-x5ys x2+2% -y5.2¢
—Ep —Dp Cp —Eg —Dg Cg —Xg.Zg —Yg-Zg X+ y?

F)E’ _ - - =
avec =XgX + Yy + ZsZ. )

Toutes ces matrices d'inertie sont bien siir exprimées dans la méme base (¥, y, 2).
Remarques :

- Lethéoréme de Huygens revient a dire que la matrice d’inertie d'un
solide S en un point P est la somme de :

o lamatrice d’inertie de S en G (centre d'inertie du solide) ;

o la matrice d’inertie en P d'un solide dont la masse serait
concentrée en G.

- Il est plus aisé de retenir I'expression matricielle.

- Il estsouvent beaucoup plus aisé de calculer la matrice d’inertie au S
centre d’inertie (symétries) puis d’utiliser le théoréme de Huygens
pour le déplacer au point quelconque souhaité.

- En particulier il vous sera souvent demandé un seul moment d’inertie et non toute la matrice
d’inertie, dans ce cas le théoréme de Huygens se simplifie.

X

Clarifications des attendus :

- Vous devez étre capables de déterminer un centre d’inertie d’'un solide et d’'un ensemble de
solide.

- Lescalculs des matrices d’'inertie ou des moments d’inerties n’est pas un attendu. Ainsi le gros
du travail attendu est souvent le suivant :

o Les matrices d’inertie de solides élémentaires seront données en leur centre d’inertie ;
o Il faut adapter les vecteurs de la base et les grandeurs de la matrice a votre paramétrage ;

o L’exprimer en un autre point a I'aide du théoréme de Huygens.
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4.1. Utilisation du théoreme de Huygens pour trouver la matrice d'inertie d'un cylindre

en son extrémité O :

A partir des résultats obtenus précédemment, déterminons la matrice d'inertie du cylindre au point O.

Ona0G =

Xg 0

—| 0
(%) = h

Zg -_

D’apreés le théoreme de Huygens :

A0 0
[[os=[0 A4 of+m.
00 C
A0 0
[os=]0 4 0

00 C

(V¢ + 26 —X6.Y6
—Xx6.Y¢ X&+ 2§
| —X6-Z¢ —Y¢-Zg
2
— 0
)
+ m. h\ 2
0 —
)
0 0
a+m(3)
m\2
Ulos =
0
0

(8,m) Az
R0 TN
‘<_'P/
®
—Xg. Zg h G 1 dam
—Y6-Zg e el
xg + ¢ x A1 D "
’ R
0
0
0 0
h 2
A+m(3) o
+m >
0 C




