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Introduction : cinétique  

Cinétique 

La cinétique est un domaine de la mécanique qui consiste à effectuer des bilans 
d'énergie dans des systèmes en mouvement (le plus souvent en mouvement 
uniforme). L'aboutissement de la cinétique est l'application du théorème de 
l'énergie cinétique (ou théorème de l'énergie - puissance). 

 
1 Torseur cinétique 

1.1 Définition 

Torseur 
cinétique  

Le torseur cinétique ൛𝒞ௌ/ோൟ d'un solide 𝑆 en mouvement par rapport à un repère 𝑅 

est défini par : 

൛𝒞ௌ/ோൟ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑝ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = න 𝑉௉∈ௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑑𝑚

௏

𝜎𝐴,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = න 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑉௉∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑑𝑚

௏ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

஺

 (expression rarement utilisée) 

avec 𝑃 un point du solide 𝑆 de volume 𝑉, 𝐴 un point quelconque et 𝑅 un référentiel 
galiléen. 

- 𝑝ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  est la résultante cinétique du mouvement de 𝑆/𝑅. 

Elle est appelée quantité de mouvement en physique (ici, du solide). 

- 𝜎𝐴,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  est le moment cinétique du mouvement de 𝑆/𝑅 exprimé au point 𝐴. 

En SI, la résultante cinématique est aussi notée 𝑹𝒄(𝑺/𝑹)
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 

L'expression précédente du torseur cinétique ൛𝒞ௌ/ோൟ n'étant pas pratique à utiliser, nous allons essayer 

de la relier à une expression faisant intervenir la matrice d'inertie sur solide 𝑆 (explicitée dans le cours 
précédent). 

Rappel : La définition du centre de gravité s'écrit : 𝑚. 𝐴𝐺ሬሬሬሬሬ⃗ = ∫ 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑑𝑚
௏

 

Simplification de la résultante du torseur ൛𝓒𝑺/𝑹ൟ :  

En dérivant cette relation par rapport au temps dans un repère 𝑅 avec 𝐴 un point fixe dans 𝑅, on 
obtient : 

𝑚. 𝑉 ∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = න 𝑉௉∈ௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑑𝑚

௏

= 𝑝ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

 

Simplification du moment du torseur ൛𝓒𝑺/𝑹ൟ : 

𝜎஺,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = න 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑉௉∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑑𝑚

௏

= න 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ ൫𝑉஺∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑃𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Ωௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
théorème de Varignon

. 𝑑𝑚

௏

= ቌන 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑑𝑚

௏

ቍ

ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
௠.஺ீሬሬሬሬሬ⃗

∧ 𝑉஺∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + න 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ ൫Ωௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൯. 𝑑𝑚

௏ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
[ூ]ಲ,ೄ.ஐೄ/ೃ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (voir partie C02-01 §2.2)

= 𝑚. 𝐴𝐺ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑉஺∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + [𝐼]஺,ௌ. Ωௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  
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Torseur 
cinétique  

Expression à 
retenir 

Le torseur cinétique ൛𝒞ௌ/ோൟ d'un solide 𝑆 en mouvement par rapport à un repère 𝑅 

est défini par : 

൛𝒞ௌ/ோൟ = ൝
𝑝ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑚. 𝑉 ∈ௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝜎𝐴,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑚. 𝐴𝐺ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑉஺∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + [𝐼]𝐴,𝑆. Ωௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ൡ

஺

 

avec 𝑅 un référentiel galiléen ; 
𝐴 un point quelconque ; 
𝑚 la masse du solide 𝑆 de centre de gravité 𝐺 ; 
[𝐼]஺,ௌ la matrice d’inertie de 𝑆 en 𝐴 ; 

𝑝ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  est la résultante cinétique du mouvement de 𝑆/𝑅 ; 

𝜎𝐴,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  est le moment cinétique du mouvement de 𝑆/𝑅 exprimé au point 𝐴. 

Le torseur cinétique étant un torseur, il possède les mêmes propriétés mathématiques que les torseurs 
déjà vus. C’est-à-dire que : 

- la résultante 𝑝ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗   est invariante par changement de point ; 

- le moment satisfait à la relation de changement de point de torseur (relation  de Varignon) qui 
s'écrit : 

𝜎஻,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜎஺,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑝ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

1.2 Cas particuliers 

- En 𝐺, centre de gravité (ou d'inertie), on obtient : 

𝜎ீ,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = [𝐼]ீ,ௌ. Ωௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ⇒ ൛𝒞ௌ/ோൟ = ൝

𝑚. 𝑉 ∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

[𝐼]ீ,ௌ. Ωௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ൡ

ீ

  

- En 𝐴, si 𝐴 est fixe par rapport à 𝑅 ൫𝑉஺∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗ ൯, on obtient : 

𝜎஺,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = [𝐼]஺,ௌ. Ωௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ⇒ ൛𝒞ௌ/ோൟ = ൝

𝑚. 𝑉 ∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

[𝐼]஺,ௌ. Ωௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ൡ

஺

 

- Si le mouvement de 𝑆/𝑅 est une translation ൫Ωௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗ ൯, on obtient : 

𝜎஺,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑚. 𝐴𝐺ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑉஺∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ⇒ ൛𝒞ௌ/ோൟ = ൝

𝑚. 𝑉 ∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑚. 𝐴𝐺ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑉஺∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ൡ

஺

 

- Si 𝐺 est fixe par rapport à 𝑅 ൫𝑉 ∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗ ൯, on obtient : 

൛𝒞ௌ/ோൟ = ቊ
0ሬ⃗

[𝐼]ீ,ௌ. Ωௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ቋ

ீ

et ൛𝒞ௌ/ோൟ = ቊ
0ሬ⃗

[𝐼]ீ,ௌ. Ωௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑚. 𝐴𝐺ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑉஺∈ௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + [𝐼]஺,ௌ. Ωௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ቋ

஺

 

Ce dernier cas est très fréquent, par exemple pour les arbres d’un réducteur.  
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Introduction : dynamique 

Exemple : Choix de motorisation sur axe du robot d'assistance à la TMS (stimulation magnétique 
transcrânienne). 

 

Lors du dimensionnement de la chaîne d'énergie, il faut par exemple s'interroger sur : 

- le couple moteur dans chaque phase de fonctionnement ; 

- le dimensionnement des pièces en dynamique. 

(anticipation de leurs déformations dues aux phénomènes dynamiques) 

Les couples à fournir par les moteurs du robot dépendent de la position dans laquelle celui-ci se 
trouve, et également de l'accélération commandée, du poids et de la géométrie des pièces… 

⇒ Toutes ces informations sont obtenues en effectuant une étude dynamique du fonctionnement. 

Dynamique 
La dynamique est un domaine de la mécanique qui consiste à étudier l'évolution 
d'actions mécaniques dans des systèmes en mouvements, faisant intervenir des 
accélérations (phénomènes d'inertie et évolutions temporelles). 

2 Torseur dynamique 

2.1 Définition 

Torseur 
dynamique  

Le torseur dynamique ൛𝒟ௌ/ோൟ d'un solide 𝑆 en mouvement par rapport à un repère 

𝑅 est défini par : 

൛𝒟ௌ/ோൟ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑅ௗ(ௌ ோ)⁄

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = න Γ௉∈ௌ ோ⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑑𝑚

௏

𝛿𝐴,𝑆/𝑅
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = න 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ Γ௉∈ௌ ோ⁄

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑑𝑚

௏ ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

஺

(cette expression sera rarement utilisée) 

avec 𝑃 un point du solide 𝑆 de volume 𝑉, 𝐴 un point quelconque et 𝑅 un référentiel 

galiléen et Γ௉∈ௌ ோ⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗   l'accélération du point 𝑃 de 𝑆 dans le référentiel 𝑅. 

- 𝑅ௗ(ௌ ோ)⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  est la résultante dynamique du mouvement de 𝑆 𝑅⁄ . 

Elle est aussi appelée quantité d’accélération en physique. 

- 𝛿஺,ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  est le moment dynamique du mouvement de 𝑆 𝑅⁄ . 

 

L'expression du torseur dynamique ൛𝒟ௌ/ோൟ précédente n'étant pas pratique à utiliser, nous allons 

essayer de la relier à une expression faisant intervenir les termes du torseur cinétique ൛𝒞ௌ/ோൟ. 
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Forme simplifiée du torseur ൛𝓓𝑺/𝑹ൟ dans le cas d’un solide homogène :  

Torseur 
dynamique  

 
Expression à 

retenir 

Le torseur dynamique ൛𝒟ௌ/ோൟ d'un solide 𝑆 en mouvement par rapport à un repère 

𝑅 est défini par : 

൛𝒟ௌ/ோൟ = ൞

𝑅𝑑(𝑆 𝑅)⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑚 Γீ ∈ௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝛿𝐴,𝑆/𝑅
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቈ

𝑑𝜎𝐴,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑑𝑡
቉

ோ

+ 𝒎 𝑽𝑨∈𝑺 𝑹⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑽𝑮∈𝑺/𝑹

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ൢ

஺

 

avec 𝑅 un référentiel galiléen ; 
𝐴 un point quelconque ; 
𝑚 la masse du solide 𝑆 de centre de gravité 𝐺 ; 

𝜎஺,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  le moment cinétique de 𝑆/𝑅 en 𝐴 ; 

Γீ ∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  l'accélération du centre de gravité 𝐺 de 𝑆 dans le référentiel 𝑅 ; 

𝑅ௗ(ௌ ோ)⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  est la résultante dynamique du mouvement de 𝑆 𝑅⁄  (en N); 

𝛿஺,ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  est le moment dynamique du mouvement de 𝑆 𝑅⁄  (en N.m). 

 

Le torseur dynamique étant un torseur, il possède les mêmes propriétés mathématiques que les 
torseurs déjà vus. C’est-à-dire que : 

- la résultante 𝑅𝑑(𝑆 𝑅)⁄ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  est invariante par changement de point (elle est toujours égale à 

l’accélération du centre de gravité du solide multipliée par la masse); 

- le moment satisfait à la relation de changement de point de torseur (relation de Varignon) qui 
s'écrit : 

𝛿𝐵,𝑆/𝑅
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝛿𝐴,𝑆/𝑅

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑅𝑑(𝑆 𝑅)⁄ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝛿𝐴,𝑆/𝑅
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐵𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑚 Γ𝐺∈𝑆/𝑅

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

2.2 Cas particuliers 

À partir de l'expression obtenue précédemment :  𝛿஺,ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቂ

ௗఙಲ,ೄ/ೃሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ௗ௧
ቃ

ோ
+ 𝑚 𝑉஺∈ௌ ோ⁄

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑉 ∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  , on peut 

définir les cas particuliers suivants : 

- En 𝐺, centre de gravité (ou d'inertie), on obtient : 

𝛿𝐺,𝑆/𝑅
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቈ

𝑑𝜎𝐺,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑑𝑡
቉

𝑅

= ቈ
𝑑൫[𝐼]𝐺,𝑆. Ω𝑆/𝑅

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯

𝑑𝑡
቉

𝑅

⇒ ൛𝒟𝑆/𝑅ൟ = ൞

𝑚 Γ𝐺∈𝑆/𝑅
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ቈ
𝑑൫[𝐼]𝐺,𝑆. Ω𝑆/𝑅

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯

𝑑𝑡
቉

𝑅

ൢ

𝐺

 

- En 𝐴, si 𝐴 est fixe par rapport à 𝑅 ൫𝑉஺∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗ ൯, on obtient : 

 𝛿஺,ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቈ

𝑑𝜎஺,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑑𝑡
቉

ோ

= ൥
𝑑൫[𝐼]஺,ௌ. Ωௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯

𝑑𝑡
൩

ோ

⇒ ൛𝒟ௌ/ோൟ =

⎩
⎨

⎧ 𝑚 Γீ ∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

൥
𝑑൫[𝐼]஺,ௌ. Ωௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൯

𝑑𝑡
൩

ோ⎭
⎬

⎫

஺

 

Remarque pour la simplification des calculs : 

Souvent, on cherchera uniquement le moment dynamique suivant une direction 𝑢ሬ⃗  (la direction 

correspondant à l'axe de rotation du solide). Il sera donc rapide de chercher uniquement 𝛿𝐺,𝑆/𝑅
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝑢ሬ⃗ . Ce 

scalaire est obtenu par la relation, valable uniquement en 𝑮 ou en 𝑨 s'il est fixe dans 𝑹 : 

𝛿𝐺,𝑆/𝑅
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝑢ሬ⃗ = ቈ

𝑑𝜎𝐺,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑑𝑡
቉

𝑅

∙ 𝑢ሬ⃗ = ቈ
𝑑൫𝜎𝐺,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝑢ሬ⃗ ൯

𝑑𝑡
቉

𝑅

− 𝜎𝐺,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∙ ቈ
𝑑𝑢ሬ⃗

𝑑𝑡
቉

𝑅
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car ቈ
𝑑൫𝜎𝐺,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝑢ሬ⃗ ൯

𝑑𝑡
቉

ோ

= ቈ
𝑑𝜎𝐺,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑑𝑡
቉

ோ

∙ 𝑢ሬ⃗ +  𝜎𝐺,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∙ ቈ
𝑑𝑢ሬ⃗

𝑑𝑡
቉

ோ

 

 

Rappel : Formule de dérivation de vecteur (formule de Bour, indispensable) 

ቈ
𝑑𝑢ሬ⃗

𝑑𝑡
቉

ோబ

= ቈ
𝑑𝑢ሬ⃗

𝑑𝑡
቉

ோభ

+ Ωோభ/ோబ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑢ሬ⃗  

3 Principe Fondamental de la Dynamique 

3.1 Énoncé 

Principe 
Fondamental 

de la 
Dynamique 

(PFD) 

Soit 𝑆𝑦𝑠 un système isolé, et 𝑅௚ un référentiel Galiléen. À tout instant 𝑡 :  

൛𝒯ௌ௬௦തതതതത→ௌ௬௦ൟ
஺

= ቄ𝒟ௌ௬௦ ோ೒⁄ ቅ
஺

 

avec 𝐴 un point quelconque (le même pour tous les torseurs !); 

൛𝒯ௌ௬௦തതതതത→ௌ௬௦ൟ
஺

 le torseur des actions mécaniques extérieures exercées sur le 

système isolé 𝑆𝑦𝑠 ; 

ቄ𝒟ௌ௬௦ ோ೒⁄ ቅ
஺

 le torseur dynamique de 𝑆𝑦𝑠 𝑅௚⁄ . 

Remarques : 

- Bien que le point de réduction soit quelconque (mais identique !), il faut le choisir astucieusement 
pour éviter les calculs fastidieux (centre d’inertie, point fixe,…). 

- Lorsque 𝑆𝑦𝑠 est en équilibre dans le référentiel 𝑅௚, on obtient le principe fondamental de la 

statique. 

- Le PFD écrit sous cette forme donne 6 équations différentielles faisant intervenir : 

o les AM appliquées au système isolé ; 

o les paramètres de position du système isolé, et leurs dérivées (1ères et 2ndes). 

3.2 Théorèmes généraux de la dynamique 

On déduit du principe fondamental de la dynamique les théorèmes suivants. 

Théorème de la 
résultante 
dynamique 

Soit 𝑆𝑦𝑠 un système isolé, et 𝑅௚ un référentiel Galiléen. À tout instant 𝑡 :  

𝑚Γ𝐺∈𝑆𝑦𝑠 𝑅𝑔⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑅ௌ௬௦തതതതത→ௌ௬௦

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

avec 𝑅ௌ௬௦തതതതത→ௌ௬௦
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  la résultante des forces extérieures exercées sur le système isolé. 

 

Théorème du 
moment 

dynamique 

Soit 𝑆𝑦𝑠 un système isolé, et 𝑅௚ un référentiel Galiléen. À tout instant 𝑡 et pour tout 

point A :  

𝛿஺,𝑆𝑦𝑠/ 𝑅𝑔
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀𝐴,𝑆𝑦𝑠തതതതത→𝑆𝑦𝑠ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

avec 𝑀஺,ௌ௬௦തതതതത→ௌ௬௦
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  le moment des actions mécaniques extérieures exercées sur le 

système isolé. 

Remarque : Le point A doit être choisi astucieusement (centre d’inertie, point fixe). 
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Théorème des 
actions 

réciproques 

Soit 𝑆ଵet 𝑆ଶ deux systèmes distincts et un système 𝑆 =  𝑆ଵ ∪ 𝑆ଶ, le théorème des 
actions réciproques (ou mutuelles) est : 
 

൛𝒯𝑆1→𝑆2
ൟ = −൛𝒯𝑆2→𝑆1

ൟ 

  

4 Application – Cylindre sur un plan incliné 

On considère un cylindre (S) de rayon 𝑅 = 4,5𝑐𝑚, de longueur 𝑙 = 2𝑐𝑚 et de masse 𝑚 =  250𝑔 sur un 
plan incliné (0) d’une longueur 𝐿 = 80cm. L’inclinaison correspond à une différence de hauteur ℎ = 4𝑐𝑚, 

ce qui revient à un angle 𝛼 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 ቀ
௅

௛
ቁ ~2.87°. 

On note I le point de contact entre le cylindre et le plan incliné et on considère que le roulement s’effectue 
sans glissement. 

On note G le centre d’inertie du cylindre et  𝑅ଶ = (G, 𝑥ଶሬሬሬሬ⃗ , 𝑦ଶሬሬሬሬ⃗ , 𝑧ଶሬሬሬ⃗ ) le repère lié au cylindre. On a 𝐼𝐺ሬሬሬሬ⃗ = 𝑅𝑦ଵሬሬሬሬ⃗ . Le 
repère 𝑅ଵ = (𝑂, 𝑥ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑦ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑧ଵሬሬሬ⃗ ) est associé au plan incliné. On a 𝜃 = (𝑥ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑥ଶሬሬሬሬ⃗ ). Le repère monde, considéré 
comme galiléen est défini par 𝑅 = (𝑂, �⃗�, �⃗�, 𝑧). 
 

Combien de temps va mettre le cylindre à atteindre le bout du plan incliné, sans vitesse initiale ? 

Est-ce que cela dépend de sa masse ? De son diamètre ? 

 

 

Expérimentation :  

Cylindre de rayon Masse Temps 1 Temps 2 Temps 3 Temps moyen 

4,5cm 250g     

 

Schéma :  

 

 

 

 

 

 

𝑥ሬ⃗  

𝑥1ሬሬሬ⃗

𝑦
1

ሬሬሬ⃗ 𝑦ሬ⃗  

𝑥1ሬሬሬ⃗

𝑦
1

ሬሬሬ⃗

𝐼 

𝛼 

𝜃 

𝑥2ሬሬሬ⃗𝑦
2

ሬሬሬ⃗

𝐺 𝑅 
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4.1 Matrice d’inertie [𝑰]𝑮,𝑺 

[𝑰]𝑺,𝑮 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝒎(

𝑹²

𝟒
+

𝐥²

𝟏𝟐
) 𝟎 𝟎

𝟎 𝒎(
𝑹²

𝟒
+

𝐥²

𝟏𝟐
) 𝟎

𝟎 𝟎 𝒎
𝑹²

𝟐 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(𝒙𝟐ሬሬሬሬ⃗ ,𝒚𝟐ሬሬሬሬ⃗ ,𝒛𝟐ሬሬሬሬ⃗ )௢௨(௫భሬሬሬሬ⃗ ,௬భሬሬሬሬ⃗ ,௭భሬሬሬሬ⃗ )

 

4.2 Torseur cinétique en 𝑰  

 

൛𝓒𝑺/𝑹ൟ = ቊ
𝒎. 𝑽𝑮∈𝑺/𝑹

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝝈𝑰,𝑺/𝑹ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ቋ

𝑰

 

 

Résultante : 

 

 

𝑉 ∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑉ூ∈ௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐺𝐼ሬሬሬሬ⃗ ∧ Ωௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗ − 𝑅�̇�𝑦ଵሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑧ଵሬሬሬ⃗ = −𝑅�̇�𝑥ଵሬሬሬሬ⃗  car RSG et  Ωௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  =  �̇�𝑧ଵሬሬሬ⃗  

 

 

 

Moment cinétique, première méthode : par définition 

 

𝜎ூ,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑚. 𝐼𝐺ሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑉ூ∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + [𝐼]ூ,ௌ. Ωௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

D’après le théorème de Huygens :  [𝐼]ூ,ௌ  =  [𝐼]ீ,ௌ + 𝑚𝐼𝐺ሬሬሬሬ⃗ ∧ ൫𝑢ሬ⃗ ∧ 𝐼𝐺ሬሬሬሬ⃗ ൯ soit  

 

[𝐼]ூ,ௌ  =  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝑚 ቆ

𝑅ଶ

4
+

lଶ

12
ቇ 0 0

0 𝑚 ቆ
𝑅ଶ

4
+

lଶ

12
ቇ 0

0 0 𝑚
𝑅ଶ

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(𝒙𝟏ሬሬሬሬ⃗ ,𝒚𝟏ሬሬሬሬ⃗ ,𝒛𝟏ሬሬሬሬ⃗ )

+ 𝒎 ቎
𝑹𝟐

0 0
0 𝟎 0

0 0 𝑹𝟐
቏

(𝒙𝟏ሬሬሬሬ⃗ ,𝒚𝟏ሬሬሬሬ⃗ ,𝒛𝟏ሬሬሬሬ⃗ )

 

Car 𝐼𝐺ሬሬሬሬ⃗ = 𝑅𝑦ଵሬሬሬሬ⃗  

Soit 𝜎ூ,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ =
ଷ

ଶ
𝑚𝑅²�̇�𝑧ଵሬሬሬ⃗  
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Moment cinétique, deuxième méthode : par transport 

𝜎ீ,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = [𝐼]ீ,ௌ. Ωௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑚

𝑅²

2
�̇�𝑧ଵሬሬሬ⃗  

𝜎𝐼,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜎𝐺,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐼𝐺ሬሬሬ⃗ ∧ 𝑚. 𝑉𝐺∈𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  =  =
3

2
𝑚𝑅²�̇�𝑧1ሬሬሬ⃗  

On a alors  

൛𝓒𝑺/𝑹ൟ = ቐ
−𝒎𝑹�̇�𝒙𝟏ሬሬሬሬ⃗
𝟑

𝟐
𝒎𝑹²�̇�𝒛𝟏ሬሬሬሬ⃗

ቑ

𝑰

 

 

4.3 Torseur dynamique en I 

൛𝒟ௌ/ோൟ = ൞

𝑅ௗ(ௌ ோ)⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑚 Γீ ∈ௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝛿ூ,ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቈ

𝑑𝜎ூ,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑑𝑡
቉

ோ

+ 𝑚 𝑉ூ∈ௌ ோ⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑉 ∈ௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗
ൢ

ூ

 

 

Résultante : 

𝑅ௗ(ௌ ோ)⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑚Γீ ∈ௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑚
𝑑𝑉 ∈ௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑑𝑡
එ

ோ

= −𝑚𝑅θ̈𝑥ଵሬሬሬሬ⃗  

 

 

Moment dynamique, première méthode : par définition 

 

𝛿ூ,ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቈ

𝑑𝜎ூ,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑑𝑡
቉

ோ

+ 𝑚 𝑉ூ∈ௌ ோ⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ᇣᇤᇥ

= 0ሬ⃗  𝑐𝑎𝑟 𝑅𝑆𝐺

∧ 𝑉 ∈ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቈ

𝑑𝜎ூ,ௌ/ோሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

𝑑𝑡
቉

ோ

=
3

2
𝑚𝑅²�̈�𝑧ଵሬሬሬ⃗  

 

Moment dynamique, deuxième méthode : par transport 

 

𝛿ீ,ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑚

ோ²

ଶ
θ̈𝑧ଵሬሬሬ⃗  car 𝜎𝐺,𝑆/𝑅ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  =  𝑚

𝑅²

2
θ̇𝑧1ሬሬሬ⃗  

 

𝛿ூ,ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝛿ீ,ௌ/ோ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐼𝐺ሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑅ௗ(ௌ ோ)⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  =

3

2
𝑚𝑅²�̈�𝑧ଵሬሬሬ⃗  
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4.4 Résolution 

Graphe de structure : 

 

 

 

BAME : On suppose le problème plan. 

 

 Réaction du support {𝒯ௌ௢௟→ௌ} = ൜
𝑁 𝑦ଵሬሬሬሬ⃗ + 𝑇 𝑥ଵሬሬሬሬ⃗

0ሬ⃗
ൠ

ூ

avec ฮ𝑇ሬ⃗ ฮ = 𝑓 ฮ𝑁ሬሬ⃗ ฮ où 𝑓 est le coefficient de 

frottement. 

 Pesanteur ൛𝒯௣௘௡௦௔௡௧௘௨௥→ௌൟ = ൜
−𝑚𝑔�⃗�

0ሬ⃗
ൠ

ீ

 

 

Théorème du moment dynamique en I : 

𝛿ூ,ௌ/ோ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀ூ,ௌ̅→ௌ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

 

𝑀ூ,௣௘௦௔௡௧௘௨௥→ௌ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝐼𝐺ሬሬሬሬ⃗ ∧ −𝑚𝑔�⃗� = 𝑅𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛(𝛼)𝑧ଵሬሬሬ⃗  

 

On a donc  

ଷ

ଶ
𝑚𝑅²�̈�𝑧ଵሬሬሬ⃗ = 𝑅𝑚𝑔 𝑠𝑖𝑛(𝛼)𝑧ଵሬሬሬ⃗  soit �̈� =

ଶ௚௦௜௡(ఈ)

ଷோ
 

Mouvement uniformément accéléré :   

�̈� est une constante d’où �̇�(𝑡) = �̈�𝑡 et 𝜃(𝑡) =
ఏ̈௧²

ଶ
 (conditions initiales nulles). 

On note 𝑡ଵl’instant pour lequel le cylindre a parcouru tout le plan incliné. On a alors 𝜃(𝑡ଵ) =
ఏ̈௧భ²

ଶ
 et  

𝐿 = 𝑅. 𝜃(𝑡ଵ), d’où 
ఏ̈௧భ²

ଶ
=

௅

ோ
. En remplaçant �̈�, il vient 𝑡ଵ = ට

ଶ௅

ோఏ̈
= ට

ଷ௅

௚ ௦௜௡(ఈ)
= 2,21𝑠. 

 

Ne dépend ni de la masse ni du diamètre ! 


