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Q.1. Déterminer la position du centre de masse G en fonction de r, R et e dans la base (𝒖ሬሬ⃗ , 𝒗ሬሬ⃗ , 𝒛ሬ⃗ ). 
On remarque que les plans (𝐴, 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) et (𝐴, 𝑢ሬ⃗ , 𝑧) sont des plans de symétrie, on en déduit que le centre 

de masse est situé sur (𝐴, 𝑢ሬ⃗ ), intersection des plans de symétrie. Il vient alors 𝐴𝐺ሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑢ீ𝑢ሬ⃗  

𝐴𝐺ሬሬሬሬሬ⃗ =
ଵ

௠೟೚೟
∑ 𝑚௜

ଶ
௜ୀଵ 𝐴𝐺ప

ሬሬሬሬሬሬ⃗ =
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ఘ௏೟೚೟
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ଶ
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ሬሬሬሬሬሬ⃗ =
ଵ

௏೟೚೟
∑ 𝑉௜

ଶ
௜ୀଵ 𝐴𝐺ప

ሬሬሬሬሬሬ⃗  car il s’agit de la même masse volumique 

Aussi, comme l’épaisseur est négligeable on peut assimiler le volume à la surface. Ainsi, en notant 𝑆௜ les 
surfaces respectives des deux disques 1 et 2, 𝐺௜  leur centre de masse respectif et 𝑆௧௢௧ la surface totale : 

 𝐴𝐺ሬሬሬሬሬ⃗ =
1

𝑆௧௢௧
෍ 𝑆௜

ଶ

௜ୀଵ

𝐴𝐺ప
ሬሬሬሬሬሬ⃗  

Soit en projection sur 𝑢ሬ⃗ :  𝑢ீ =
ଵ

ௌ೟೚೟
∑ 𝑆௜

ଶ
௜ୀଵ 𝑢ீ೔

=
ଵ

ௌభିௌమ
൫𝑆ଵ𝑢ீభ

− 𝑆ଶ𝑢ீమ
൯ =

ିௌమ௘

ௌభିௌమ
=

ି௥మ௘

ோమି௥మ car 𝑢ீభ
= 0. 

 

On souhaite ramener en 𝐴 le centre de masse de l’ensemble. Pour cela, on dispose de deux masses 
ponctuelles additionnelles de coordonnées 𝑃ଷ(𝑢ଷ, 𝑣ଷ, 0) et 𝑃ସ(𝑢ସ, 𝑣ସ, 0), de masses respectives 𝑚ଷ et 𝑚ସ . 

Q.2. Déterminer les conditions à poser sur les coordonnées 𝒖𝟑, 𝒗𝟑, 𝒖𝟒 et 𝒗𝟒 de ces deux points afin 
d’atteindre l’objectif proposé. 

En rajoutant les masses on veut avoir le nouveau centre de gravité (noté 𝐺′) en 𝐴, donc  

𝐴𝐺′ሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗ =
1

𝑚 + 𝑚ଷ + 𝑚ସ
൭

−𝑚𝑟ଶ𝑒

𝑅ଶ − 𝑟ଶ
𝑢ሬ⃗ + 𝑚ଷ(𝑢ଷ𝑢ሬ⃗ + 𝑣ଷ𝑣⃗) + 𝑚ସ(𝑢ସ𝑢ሬ⃗ + 𝑣ସ𝑣⃗)൱ 

On projection sur 𝑢ሬ⃗  𝑒𝑡 𝑣⃗ ⇒ ቊ
ି௠௥మ௘

ோమି௥మ + 𝑚ଷ𝑢ଷ + 𝑚ସ𝑢ସ = 0

𝑚ଷ𝑣ଷ + 𝑚ସ𝑣ସ = 0
 

Q.3. Le solide S se décompose en deux volumes de forme simple : un parallélépipède 1 et un cylindre 2. 

On a alors [𝐼]ை,ௌ = [𝐼]ை,ଵ − [𝐼]ை,ଶ 
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Avec 𝑚ଵ = 𝜌𝑎𝑏𝑐 et 𝑚ଶ = 𝜌𝜋𝑅²𝑐 (même masse volumique mais pas le même volume). 

Q.4. Avant de pouvoir soustraire les matrices d’inertie, il faut utiliser le théorème de Huygens pour changer le 

point d’expression, avec 𝑂𝐺ଶ
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑑𝑥⃗ 

[𝐼]ଶ,ை = [𝐼]ଶ,ீమ
+ 𝑚ଶ ൥

0 0 0
0 𝑑² 0
0 0 𝑑²

൩ 
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Q.5. Le moment d’inertie 𝑰𝑶𝟑𝒛 de l'ensemble mobile {1} est la somme des moments d’inertie en 𝑶𝟑  sur 

l’axe 𝒛ሬ⃗  de chacun de ses constituants : 

Plaques 1  

De manière évidente, les deux plaques 1 apportent le même moment d’inertie sur l’axe  3 ,O z


. 

On identifie dans la matrice d’inertie : 𝑎 = 𝐿ଷଵ ; 𝑏 = ℎଷଵ ; 𝑐 = 𝑒ଷ. 

Et on a 𝑂ଷ𝐺ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑥ଵ𝑥⃗ ± 𝑧ଵ𝑧 en fonction de la plaque et où 𝑥ଵ =

୐యభ

ଶ
. 

Soit en utilisant le théorème de Huygens et en ne prenant que le moment suivant 𝑧 : 

𝐼ଵ =
௠యభ

ଵଶ
(𝐿ଷଵ

ଶ + ℎଷଵ
ଶ ) + 𝑚ଷଵ ቀ

௅యభ

ଶ
ቁ

ଶ
soit en considérant ℎଷଵ

ଶ ≪ 𝐿ଷଵ
ଶ  : 𝐼ଵ =

௠యభ௅యభ
మ

ଷ
 

 
Plaques 2  
On identifie dans la matrice d’inertie : 𝑎 = 𝑒ଷ ; 𝑏 = ℎଷଶ ; 𝑐 = 𝐿ଷଶ. 

Et on a 𝑂ଷ𝐺ଶ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑥ଶ𝑥⃗ où 𝑥ଶ ≈ 𝐿ଷଵ. 

Soit en utilisant le théorème de Huygens et en ne prenant que le moment suivant 𝑧 : 

𝐼ଶ =
௠యమ

ଵଶ
(𝑒ଷ

ଶ + ℎଷଶ
ଶ ) + 𝑚ଷଶ𝐿ଷଵ²soit en considérant ℎଷଶ

ଶ ≪ 𝐿ଷଵ
ଶ  et 𝑒ଷ

ଶ ≪ 𝐿ଷଵ
ଶ  : 𝐼ଶ = 𝑚ଷଶ𝐿ଷଵ

ଶ  

 
 

Plaques 3 
On identifie dans la matrice d’inertie : 𝑎 = 𝑒ଷ ; 𝑏 = ℎଷଷ ; 𝑐 = 𝐿ଷଷ. 

Et on a 𝑂ଷ𝐺ଷ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑑𝑥⃗. 

Soit en utilisant le théorème de Huygens et en ne prenant que le moment suivant 𝑧 : 

𝐼ଷ =
௠యయ

ଵଶ
(𝑒ଷ

ଶ + ℎଷଷ
ଶ ) + 𝑚ଷଷ𝑑²soit en considérant ℎଷଷ

ଶ ≪ 𝑑² et 𝑒ଷ
ଶ ≪ 𝑑² : 𝐼ଷ = 𝑚ଷଷ𝑑² 

 
 

Cylindre M2 
Attention à prendre le bon moment d’inertie. 

On a 𝑂ଷ𝐺ெଶ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑥ீಾమ

𝑥⃗ଷ + 𝑦ீಾమ
𝑦⃗ଷ = 200𝑥⃗ଷ + 40𝑦⃗ଷ  

Soit en utilisant le théorème de Huygens et en ne prenant que le moment suivant 𝑧 : 

𝐼ீಾమ
=

௠మ

ଵଶ
൬3 ቀ

஽ಾమ

ଶ
ቁ

ଶ
+ ℎெଶ

ଶ ൰ + 𝑚ଶ𝑥ீಾమ
ଶ  

soit en considérant 𝐷ெଶ ≪ 𝑥ீಾమ
 et ℎெଶ ≪ 𝑥ீಾమ

 : 𝐼ீಾమ
= 𝑚ଶ𝑥ீಾమ

ଶ 

 
Cylindre C 
 

On a 𝑂ଷ𝐺௖
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑥ீ೎

𝑥⃗ଷ + 𝑦ீ೎
𝑦⃗ଷ = 400𝑥⃗ଷ − 30𝑦⃗ଷ 

Soit en utilisant le théorème de Huygens et en ne prenant que le moment suivant 𝑧 : 

𝐼ீ೎
=

𝑚௖௥

2
൬

𝐷௖௥

2
൰

ଶ

+ 𝑚௖௥𝑥ீ೎
ଶ 

Soit en considérant 𝐷௖௥ ≪ 𝑥ீ೎
 : 

𝐼ீ೎
= 𝑚௖௥𝑥ீ೎

ଶ 

 
 
Enfin : 

𝑰𝑶𝟑𝒛 =
2

3
𝑚ଷଵ𝐿ଷଵ

ଶ + 𝑚ଷଶ𝐿ଷଵ
ଶ + 𝑚ଷଷ𝑑ଶ + 𝑚ଶ𝑥ீಾమ

ଶ + 𝑚௖௥𝑥ீ೎
ଶ 

 


