
TD – yoyos - correction Dynamique 

 

1 

 

Yoyo : matrice d’inertie, moments et produits d’inertie, TEC et PFD  

Q.1. Sans calcul, donner qualitativement et comparer les positions des centres de gravité de chacun 

des modèles. On notera 𝑮𝒊 le centre d’inertie du modèle 𝒊 dont les coordonnées sont 𝑶𝑮ଙ
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝒙𝑮𝒊

𝒙ሬሬ⃗ +

𝒚𝑮𝒊
𝒚ሬሬ⃗ + 𝒛𝑮𝒊

𝒛ሬ⃗ . 

La notation pour la matrice d’inertie est la suivante : 𝐼ீ,ெ
= 

𝐴ீெ
−𝐹

ெ
−𝐸ீெ

−𝐹
ெ

𝐵ீெ
−𝐷ீெ

−𝐸ீெ
−𝐷ீெ

𝐶ீெ



ீ

 

Q.2. Donner les formes des matrices d’inertie des quatre modèles en leur centre d’inertie. On ne cher-
chera pas à donner les expressions de chacun des termes. 

 

Modèle 1 2 3 4 

Symétrie 

Plan (𝑂, �⃗�, �⃗�) 

Plan (𝑂, �⃗�, 𝑧) 

Axe de révolution 
(𝑂, �⃗�) 

Plan (𝑂, �⃗�, 𝑧) 

Axe de révolution 
(𝑂, �⃗�) 

Plan (𝑂, �⃗�, �⃗�) 

Symétrie centrale en 𝑂 

Coordon-
nées 

𝑥ீభ
= 𝑧ீభ

= 0 

𝑦ீభ
< 0 

𝑧ீమ
= 𝑦ீమ

= 0 

𝑥ீమ
> 0 

𝑥ீయ
= 𝑦ீయ

= 𝑧ீయ
= 0 𝑥ீర

= 𝑦ீర
= 𝑧ீర

= 0 

Matrice 
d’inertie 



𝐴ீభெభ
0 0

0 𝐵ீభெభ
0

0 0 𝐶ீభெభ



ீభ

 

𝐴ீమெమ
0 0

0 𝐵ீమெమ
0

0 0 𝐶ீమெమ



ீమ

 

𝐴ீయெయ
0 0

0 𝐵ீయெయ
0

0 0 𝐶ீయெయ



ீయ

 

𝐴ீరெర
−𝐹

రெర
0

−𝐹
రெర

𝐵ீరெర
0

0 0 𝐶ீరெర



ீర

 

 

Q.3. Sans calcul, quels sont les modèles qui auront le même moment d’inertie autour de (𝑶, 𝒙ሬሬ⃗ ) et ceux 
qui auront un moment d’inertie différent. 

Suivant (𝑂, 𝑥ሬ⃗ ) les moments d’inertie de tous les modèles doivent être identiques ; malgré les 
formes différentes, la répartition de la masse par rapport à l’axe est la même. 

Q.4. Sans calcul, anticiper le fonctionnement de chacun des modèles de yoyo et ce qui risque de gêner 
le bon fonctionnement. 

 Modèle 1 : Le centre d’inertie est décalé par rapport à l’axe de rotation, agit comme un balourd. 
 Modèle 2 : Le centre d’inertie est décalé suivant l’axe de rotation, le fil va frotter. 
 Modèle 3 : Pas de produit d’inertie, centre d’inertie au centre, un bon yoyo. 
 Modèle 4 : Produit d’inertie (termes hors diagonaux) il va y avoir des vibrations. 
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Q.5. Déterminer à quel modèle correspond chaque propriété massique. Vérifier la cohérence de vos 
réponses par rapport aux réponses précédentes.  

Modèle Propriété numérique 

1 3 

2 1 

3 2 

4 4 

 

Q.6. Vérifier la cohérence de la valeur du moment d’inertie du modèle 3 autour de l’axe (𝑶, 𝒙ሬሬ⃗ ). 

On considère un cylindre de 𝐷 = 50𝑚𝑚. Le moment d’inertie d’un tel cylindre est alors 𝐴 =
ெோమ

ଶ
=

,ଶ.ଶହమ

ଶ
= 19,3𝑘𝑔. 𝑚𝑚ଶ. La simulation numérique donne 18,9𝑘𝑔. 𝑚𝑚ଶ. La différence est due aux chan-

freins et à l’axe du yoyo qui changent légèrement la répartition des masses ; le volume est identique mais 
pas la masse, donc la masse volumique entre la théorie et la simulation est légèrement différente. 

Q.7. Pourquoi le moment d’inertie autour de l’axe (𝑶, 𝒙ሬሬ⃗ ) d’un modèle est-il différent de celui des autres 
modèles ? Retrouver cette valeur par le calcul. 

Pour le modèle 1 (propriétés 3), le centre d’inertie est déplacé de −5,15𝑚𝑚 suivant �⃗�, donc le centre 
d’inertie n’est pas sur l’axe (𝑂, �⃗�). Pour retrouver les autres valeurs, il suffit de calculer ce moment d’iner-
tie en 𝑂 à l’aide du théorème de Huygens : 

𝐴ைெభ
= 𝐴ீభெభ

+ 𝑦ீభ
ଶ 𝑀 = 17,3 + (−5,15)ଶ 62.10ିଷ = 18,9𝑘𝑔. 𝑚𝑚ଶ 

Ce qui correspond bien à la valeur du moment d’inertie des autres modèles, ce qui traduit le fait que 
la masse soit répartie de la même manière pour tous les modèles. 

1. Analyse théorique 
On considère que le yoyo du modèle 3 est attaché à un fil enroulé sur l’axe intérieur du yoyo. On le 

lâche et on le laisse tomber, la main reste donc fixe dans le repère monde 𝑅 = (𝒙ሬሬ⃗ , 𝒚ሬሬ⃗ , 𝒛ሬ⃗ ). La masse ainsi 
que l’enroulement du fil sont négligés. Le roulement entre le fil 0 et le yoyo 1 se fait sans glissement. 

On se questionne sur l’équation du mouvement d’un tel yoyo.  

Q.8. Réaliser le graphe de structure et un schéma de principe avec (𝑶, 𝒛ሬ⃗ ) ascendant, (𝑶, 𝒚ሬሬ⃗ ) vers la 

droite, 𝑰 point de contact entre le fil et le cylindre intérieur. On note 𝑰𝑮ሬሬሬሬ⃗ = −𝒓𝒚ሬሬ⃗  et (𝒚ሬሬ⃗ , 𝒚𝟏ሬሬሬሬ⃗ ) = 𝜽𝒙ሬሬ⃗ . 
On considère le problème plan (par symétrie (𝐺, �⃗�, 𝑧)). 
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Q.9. Déterminer l’expression du torseur des actions mécaniques transmissibles du fil sur le yoyo 1 
ainsi que le torseur cinématique du yoyo par rapport au bâti 0. 

Comme il a roulement sans glissement, la liaison ponctuelle admet des frottements : 

{𝐹→ଵ} = ቐ

− 0
𝑁 −

𝑇 −
ቑ

ூ,బ

avec 𝑇 = 𝑓. 𝑁  où 𝑓 est le coefficient de frottement 

൛𝑉ଵ/ൟ = ൝
�̇� −
− 0
− 0

ൡ

ூ,బ

car il y a RSG en 𝐼 (𝑉ூ∈ଵ/
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗ ). 

 

1.1. Équation du mouvement par le PFD 

Q.10. A partir du principe fondamental dynamique, déterminer l’équation du mouvement du modèle 3 

en prenant 𝑨𝑮𝟑𝑴𝟑
=

𝑴𝑹𝟐

𝟐
. 

Avec une démarche « naïve » : 

On cherche l’équation de mouvement d’un système en rotation, nous allons utiliser le théorème du 
moment dynamique (TMD).  

Nous isolons 1 et nous supposons le référentiel Galiléen. D’après le théorème du moment dynamique 
en 𝐺 : 

𝛿ீ,ଵ/
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀ீ,௫௧→ଵ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

BAME : le poids avec 𝑀ீ,పௗ௦→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗  et le fil avec 𝑀ீ,ప→ଵ

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑀ூ,ప→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐺𝐼ሬሬሬሬ⃗ ∧ ൫𝑇𝑧 + 𝑁�⃗�൯  

soit 𝑀ீ,ప→ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑟�⃗� ∧ 𝑇𝑧 = 𝑟𝑇�⃗�. 

Et 𝛿ீ,ଵ/
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = ቂ

ௗఙಸ,భ/బሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ௗ௧
ቃ

ோబ

=
ெோమఏ̈

ଶ
�⃗�. Il vient alors 

ெோమఏ̈

ଶ
= 𝑟𝑇 .  

Il faut alors déterminer 𝑇 . Pour cela nous allons utiliser le théorème de la résultante dynamique en 

𝐼 suivant 𝑧 : 

𝑀Γீ ∈ଵ ⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑧 = −𝑀𝑔 + 𝑇  soit 𝑇 = 𝑀(Γீ ∈ଵ ⁄

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑧 + 𝑔). Déterminons Γீ ∈ଵ ⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  : 
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Γீ ∈ଵ ⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 

ௗಸ,భ/బሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗

ௗ௧
൨

ோబ

, or 𝑉𝐺,1/0ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑉𝐼,1/0ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝐺𝐼ሬሬሬ⃗ ∧  �̇�𝑥ሬ⃗ = −𝑟�̇��⃗� d’où Γீ ∈ଵ ⁄
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = −𝑟�̈�𝑧.  

Finalement 𝑇 = 𝑀(𝑔 − 𝑟�̈�) 

On en déduit : 
ெோమఏ̈

ଶ
= 𝑟𝑀(𝑔 − 𝑟�̈�) soit �̈� =

ଶ

ோమାଶ²
. 

 

 

 

1.2. Équation du mouvement par le TEC 

Q.11. En utilisant le théorème de l’énergie cinétique (ou théorème de l’énergie – puissance), déterminer 

l’équation du mouvement du modèle 3 en prenant 𝑨𝑮𝟑𝑴𝟑
=

𝑴𝑹𝟐

𝟐
.  

Pour le modèle 3 :  

𝐼ீయ,ெయ
= 

𝐴ீయெయ
0 0

0 𝐵ீయெయ
0

0 0 𝐶ீయெయ



ீయ

 

L’énergie cinétique est 𝐸 =
ଵ

ଶ
𝑀 𝑉ூ,ெయ/

ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝑉 ,ெయ/
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ +

ଵ

ଶ
𝛺ெయ/
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 𝐴ூ,ெయ

𝛺ெయ/
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ =

ଵ

ଶ
�̇�²𝐴ூ,ெయ

 

Le théorème de Huygens donne 𝐴ூ,ெయ
=

𝑀𝑅2

2
+ 𝑀𝑟² d’où 𝐸 =

ଵ

ସ
𝑀�̇�²(𝑅2 + 2𝑟²) 

 

Pour la puissance : 𝑇  ne travaille pas (𝑉ூ∈ெయ/
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 0ሬ⃗ ) 

𝑃→ெయ
= ൜

−𝑀𝑔𝑧

0ሬ⃗
ൠ

ீయ

⊗ ൜ �̇��⃗�

−𝑟�̇�𝑧
ൠ

ீయ

= 𝑀𝑔𝑟�̇� 

D’après le théorème de l’énergie cinétique (TEC) :  

ௗா

ௗ௧
= ∑ 𝑃௫௧→ெయ ⁄  soit 

ଵ

ଶ
𝑀�̇��̈�(𝑅2 + 2𝑟2) = 𝑀𝑔𝑟�̇� 

On en déduit �̈� =
ଶ

ோమାଶ²
. 

 

Q.12. Faire l’application numérique. La simulation numérique donne �̈� = 𝟏𝟕𝟐𝒓𝒂𝒅. 𝒔ି𝟐. 

On a �̈� =
ଶ × ଽ,଼ଵ × .ଵషయ

ଶହ.ଵషలାଶ × .ଵషల = 169 𝑟𝑎𝑑. 𝑠ିଵ, ce qui est très proche de la simulation numérique. 

Q.13. Les équations de mouvements des autres modèles seront-elles différentes ? Justifier sans calcul. 
 

 Modèle 1 : Le centre d’inertie est décalé par rapport à l’axe de rotation, l’équation du mouve-
ment sera différente. 

 Modèle 2 : Le centre d’inertie est décalé par rapport au point 𝐼, l’équation du mouvement sera 
différente. 

 Modèle 4 : La matrice d’inertie est différente, l’équation du mouvement sera différente. 

 


