Programme de colles de mathématiques MP2
Semaine 13 : 16 au 20 décembre 2024

Questions de cours

]
O

Comme d’habitude, savoir citer toute définition, toute proposition du cours.

n—+o0o
. d’abord dans le cas ou f € C'([0,1],C);
. puis dans le cas ou f € C([0,1],C).
Soit (f,) une suite de fonctions de A dans F. On suppose que
o« Vn €N, f, est continue en a € A;

1 )
Montrer que lim / f(t)e™ dt
0

o (fn) converge uniformément vers f sur A.

Montrer que f est continue en a.
1
Soit f € C(]0,1],R) telle que pour tout n € N, / z" f(xz) de = 0. Montrer que f est nulle sur [0, 1].
0

oo 14"

T5 2 dt. Montrer que la suite (I,,) converge et calculer sa

Pour tout n € N, on pose I, = /
1

limite.

¢ n cos(x)

g, dz. Montrer que la suite (J,,) converge vers 0.

Pour tout n € N*, on pose J,, = /
0

Chapitre 14 : Suites de fonctions

Soient E et F' des espaces vectoriels normés de dimension finie. Les fonctions sont définies sur une
partie A de F et a valeurs dans F' (en pratique, F' sera treés souvent R ou C).

I Modes de convergence

I.1

1.2

Convergence simple

convergence simple d’une suite de fonctions (f,).

on constate que la limite simple d’une suite de fonctions continues n’est pas nécessairement continue.

Convergence uniforme

convergence uniforme d’une suite de fonctions (f,). Pour des fonctions bornées, convergence en
norme ||+ ||oo-

dessin illustrant la convergence uniforme (pour des fonctions de R dans R).

si (fn) converge uniformément vers f, alors (f,) converge simplement vers f. La réciproque est
fausse.

pour montrer la convergence uniforme de (f,) : on recherche d’abord via une convergence simple
une fonction f candidate pour étre la limite, puis on cherche & montrer que pour tous z et n,
| fr(x) — f(2)||F < My, ot M, ne dépend pas de z et tend vers 0 lorsque n — +oo.

convergence uniforme de (f,,) vers f au voisinage de a.
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1.3

1.4

I1

II.1

I1.2

I1.3

Approximation uniforme par des fonctions en escalier

pour toute fonction f continue par morceaux sur [a,b] & valeurs dans F, il existe une suite (y,) de
fonctions en escalier qui converge uniformément vers f. Reformulation en terme de partie dense.

Approximation uniforme par des fonctions polynomiales

théoreme de Weierstrass : pour toute fonction f continue sur [a, b] & valeurs dans R ou C, il existe
une suite (¢y,) de fonctions polynomiales qui converge uniformément vers f. Reformulation en terme
de partie dense.

on insiste sur le fait que ce théoreme vaut pour une fonction continue et sur un segment.

Propriétés de la limite d’une suite de fonctions

Continuité de la fonction limite

Continuité en un point. Soit (f,,) une suite de fonctions de A dans F. On suppose que

x VYn € N, f,, est continue en a € A;
% (fn) converge uniformément vers f au voisinage de a.

Alors

» f est continue en a.

Continuité sur A. On suppose que

* Vn € N, f, est continue sur A;

* (fn) converge uniformément vers f sur A.
Alors

» f est continue sur A.

Limite en un point de la fonction limite

Théoreme de la double-limite. Soit (f;,) une suite de fonctions de A dans F'. Soit @ un point (fini ou

infini) adhérent & A. On suppose que

* VnEN,éig}lfn(x):lnEF;

* (fn) converge uniformément vers f sur A.
Alors

> (In) converge;

» f admet une limite finie en a;

» ces deux limites sont égales : ngrfw lim fo(z) = lim nll)l}_loo fn(z).

Primitive de la fonction limite

Théoreme de primitivation. Soit (f,) une suite de fonctions de I (intervalle de R) dans F. On

suppose que
* Vn € N, f, est continue sur [ ;
* (fn) converge uniformément vers f sur tout segment de I.
Alors, en posant g, : x — [ fr(t)dt et g : z— [ f(t)dt,
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> (gn) converge uniformément vers g sur tout segment de I.

« Théoreme d’intégration sur un segment. Soit (f,,) une suite de fonctions de [a, b] dans F'. On suppose
que

*x Vn € N, f, est continue sur [a, ] ;
* (fn) converge uniformément sur [a, b)].
Alors

o lim [P fu(t) dt = lim f,(t) dt.

n—-+o0o n

I1.4 Dérivée de la fonction limite
« Théoreme de dérivation. Soit (f,,) une suite de fonctions de I (intervalle de R) dans F. On suppose
que
x Vn €N, f, est de classe C! sur I;

% (fn) converge simplement vers f sur I;

* (f]) converge uniformément vers g sur tout segment de I.
Alors

> f est de classe C! sur I;

» Ve eI, f'(x) =g(x).

> (fn) converge uniformément vers f sur tout segment de I.

o Théoreme pour les dérivées supérieures. Soit p > 1. On suppose que
* Vn € N, f,, est de classe CP sur [

x Vk e [[0,p—1], ( f,sk)) converge simplement sur [ ;

* ( fr(lp )) converge uniformément sur tout segment de I.
Alors, en notant f la limite simple de (f,),

» f est de classe CP sur [ ;

o Yk e [[0,p], Ve eI, fB(z)= lim [P ().

n—-+0o

IIT Théoreme de convergence dominée

« Soit (f,) une suite de fonctions de I (intervalle de R) dans K. On suppose que
* Vn € N, f, est continue par morceaux sur [ ;
* (fn) converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I ;
* il existe une fonction ¢ : I — Ry intégrable sur [ telle que : Vn € N, Vt € I, |f(t)| < p(%).
Alors
» Vn € N, f, est intégrable sur [ ;

> f est intégrable sur [ ;

. lim /1 Fult) df = /I i o)

n—-4o0o




