
 

EQUATIONS DE MAXWELL

1 Passage aux relations locales

1 1 Résumé del en égmestationnaire

On a vu pour traduire
le comportement

des champs Ê et B en RS

Ê I

flux Ê.IS 0E Tous B.IS 0

circulation JE Il 0 fB Il no te athaimpère

Ces le relations sont les
équationsdeMaxwell pour l'instant

limitées

au cor du régime
stationnaire sous forme intégrale

locale

1 2 Opérateur divergence théorème
de green

aussiappelé ostrogradski

Opérateur divergence champvectoriel champscalaire

noté div I fluxsortantpar a devolume au travers d'une
surface

fermée entourant un volumeinfinitésimal

FÉEIES div E au

en coordonnées cartésiennes

ii E IE

Théorèmede green div Ê av Ê I

FÉFÉ



illustration Ê S div Ê du pour duinfinitésimal entouréparS

On prend pour du un petitcube
de cotés du de de

pointPde ÏÏ
Illustration en 2D

Res il seraitplus
sa

O

È convaincant deplacer

le pointP de coord1ᵉʳ 1 i FÊLÉ J 0 ê Ca 2 au centre
du cube

Mais le calculest
pénible etceladonne

came seen

Ï
mᵐᵉˢ

On commencepar les faces01 et

III
ËÏÏÏÏÏ

De même IE dse Être du y71 eû de
bz En lu da y z dyde

Don pour l'ensemble des faces et20

0E H CEd'Y
d

fleetda flu

IEEE un
1

Ï ÏOn fait la même choseaves
lesautres faces

on obtient ÉE du ÉE d perte nombredénuéenn

EH l'cry



dm
faces 1 ê

a ma

ï

illustration du th de green 1 le volume

EEEE.IEfFEI
revient à sommer sur tous

les petitscubes les termes
volume

div Ê av Maison a un
mois le flux au traversde la face

que div Ê du LIÉSça
commune à 2 autres voisins se compensent

IEI
21ᵉˢ secompenser

tEÊ à
entour le petitcube peucommune

Il ne reste donc que les flux
au travers des surfaces des

cubes

infinitésimaux qui sont sur la surface 5 extérieure donc le flux au

travers de S surface quientoure V1

Et donc div E du Ê I th de green

1 3 Opérateur rotationnel théorème de Stokes

opérateur rotationnel
hamp vectoriel champ ventoriel

noté ît
ciculationpou u de surface

curl en anglais
en coord cartésiennes

Et IE IE FELEE

IE IE

E à



théorème de Stokes sût Ê IS PÊ_dû
ou stokes Épère ÉTÉ y

entoure la surfaces

attention aux conventions d'urination les conventions pour le sens de la

4 9 b Enée
nutation et pour le sens du leur
sont liées

cohérence entre les 2 convention
1 tire bouchon

SIface S entonnéspar4
orientée par m̂

On pourrait faire les mêmes illustrations que pour
divergence mais c'est

plus compliqué

1 Le Equations de Maxwell sous firme
locale en Rs

Ê

IESlois avec le flux qui
s 1ᵉʳᵉ

thde gauss Ê I 0

on Ê I 1114SEIN

D autre part aint eau

D'où Ma.IE au EUeauEm YEEE
On en déduit l'équation locale f fin ex gludu I

Maxwell gaussdiv Ê plat gal a EI

eq.deMaxwelllocale équivalente au th de
canes

On fait de même avec la propriété B I 0

Or B.IS 11fd'v5du Maxwell
this

D où l équation locale
div B 0



lois avec la circulation C courbeferrée

tu d'a peu tas à m EF.eu ÎLE

On M̅ B I

Stones

D où f1 Et B Is mo J Is

On en déduit not B no j
Maxwell A père en RS

propriété E À o donne t E Ô Maxwell Faraday
en RS

les équations en div restent valables en régimevariable

les équations en not doivent être
modifiées en vignevariable

1 5 utilisation pour calculer
deschampsEIF

approche calculatoire moins géométrique que les formes intégrales
thgousset
th ampère

ne convient pas pour des
distributions surfaciques linéiques

1 il fous des charges
décrites par f ou des courants dénote par j

ï 1 IE p Imïniaïen P

Quelquesexemples

Ininfinie chargée uniformément en volume

in div Ê ÎÎ En 0 et Et o

funiform onutilise dou F l E



à l'intérieur Éᵗˢ Ez Ça a coᵗ
Onprend c 01
ainsi Ez Opou Z O

N 2 ah
Ez

à l'exterieur II 0 Ez C

Donc par continuité
en Z _alz

Ez ff2 si 2

Et f2 si z

sphèreuniformément
changés en volume p xlsê

sy invariances E M En1 1 En a on

on remarque que E o Ô
p

p so leuniforme

En coord sphériques div Ê n'E Émo Imo

Donc toi div Ê

à l'intérieur divE done I Es

çi Î n'En LÉ C

E 4115E
finalement En Ça

à l'essaim au ele donne à j'lÉatéien

n'En C E



On détermine et par continuité en R f10

ce

et donc En Ça III 2
Z Y

nappe plane
de courants infinie en a un en y

symétries invariance 0f
y

F m̂ 52ᵉ

BIM By7 ê p
densitéde comment

on âCB YÉ unique à l'mréien
nulle à l'exterieur

LÉ f à à l'intérieur À nj
donc III à mot ê

YI popo Éᵗˢ By u toz etEi
et BI 7 01 Ô c 0

à l'essaim IÊàÇà B moᵗ

donc 0

By 1ˢᵗ

On détermine la constante par
continuité en Z a 2

si 23 ale By no80

si z a 2 By no to

1 6 opérateur Nable analyse
vectorielle

Opérateur Noble
tutt ê Yin

a it
4,14 iz
1 là
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On a déjà vu 3 opérateurs vectoriels

gradient pied s If in M̅ ê

On peut écrire glad 1 f

divergence div E ÇE II
On peut écrire div Ê x ̅ Ê

te p EE EE TE

rotationnel Ît Ê nÊ

ce qui permet de retrouver
failement l expressionLuzernes

IE IE
p IE I

1 EI Ïà on
a H ET

laplacien sialain f div Fred181 II
subir s 0ᵉᵐᵉ

repaie du jadis div 51ᵉˢ 7

Aver la nutation
Nable f M̅ FCS Î F f

f

On peut également définir
le laplacien vectoriel qui s applique

à

un champ vectoriel et donne un chap vectoriel

Â Ê A Ex à Δ Ex Â A Et ê On applique le laplacien
scolaire à chaque composante
du champ vectoriel



Cela signifie si on développe qu'il y a termes dans à CE

â 1 1 ê
îî

ÉE ÉE
humiblement couperai
en cylindriques sphériques

HE II là
Quelquesrelations utiles

rôt grid f 0 quelque soit f avec Nable

gâdS1 M̅ nF f

ETE
dutrotEt 0 quelque soitÊ démo div EI

Ît Tt Ê Fad div IEI x ̅ Ê

dés piliminaire
doubleproduitvectoriel ânlbrê là

ĉ Û làb

rôt tôt IEI Fn FnÊ

x ̅ E F F F Ê

EEI
FinCEN

1 8 Equations de
Poisson et haplea

On est en RS donc on peut écrire E Fadlu
ÉleûroitanEE c'est
vrai en RS maispas

en régime variable

Si on combine avc l équation de Max_gauss

div Ê lle on obtient dru Fedv1 l e

soit div 5radlu l a



D'où a v 11
équationde
Poisson

équation

Donc le cou où 2 0 pasde charges A V 0 de Laplace

C est une
manière très calculatoire d'obtenir V put Ê à partir

de la distribution de charges

simulations numériques

2 Passage au régimevariable

statique à E ô Mais c'est faux enrégome
variable

cette équation doit être
modifiée complitée

En fait on connait la loi intégrale associée et en régime variable

e où e f à
D m̂_ds

entouréspar

Don PÊ_Je _En B I

0 Ê
dI.jo lsitE15etEa 1

B.as 1s I.ds

D où lls TE À Ils_ÎÎ Î
Iu n fonctionsToftêtreégalespartout

équation de Maxwell Faraday

et donc It E ÎÎ

2 2 Conservation de la charge

la charge électrique ne peut être ni créée
ni détruite



La charge électrique contenue
dans un certainvolume entonné par une

surface fermée ne peut venir que
si des charges traversent5

variation de dint quantitéde changequitraverse S enentrant

soit 9Ï ftp.as
signe

co J Î est

par convention le S fermée

EIIEI.es sens soft

En RS on avait doigt 0 et donc j.IS 0 loi des nœuds

vu de le chapitre sur chopÎ

En régime variable Oint peut varier

On peut écrire aint ff1 l dffᵗ Ill Cdu f1 ffdu

On a donc 1f du fj.IS forme intégrale de conserverde
lachange

On passe à la forme locale en utilisant le th
de green

J I 1f div j du

green

D'où 111 ff du Vf div F
du

Comme c est valable pour tout
volume V cela implique

Jf div J forme locale de
conservation de la charge

On peut alors se rendre
compte que l équation rôt B proj

est incomplète

car incompatible avec la conservait de la charge

rôt À p je donne div rôtB1 no div Î

In div not 1 est toujours nul



et donc rôtB µ j div J D lequiest vrai en RS
mais faux en variable

L idée de Maxwell est de rajouter un
terme

rôt B no I nosYÈ
equation Maxwell Ampère

le terme EnJÊ homogène à un courantvolumique
là J est

appelé courant de
déplacement

j étant appelé
courant de

conduction

vérifions que cette équation redonne
bien la conserver de la chage

man nos arcÊ
divE E e 4

a le non gauss

D où 0 no divis no É 441
div F Ç D on retrouve bien la

conserver

de la charge

2 3 Equations de Maxwell
complètes

Ê

div Ê l E divB1 0
div

Max gauss Max flux thomson

ÂCEI ÛCÂ u Î noo ÎÎÎt
Max Faraday Max Ampère

Si on ajoute à ceci le fond de Lorente
subie par une change q

dans des champs Ê B qÊ 9 ÛnÎ on a résumé

l ensemble de l électromagnétisme



2 4 Couplage Ê Ê

Les équations rôt Ê III et Ît B not ne ÇÊ traduisent

un couplage entre Ê et B variation de B champÊ

variation de Ê in chop B

Ainsi des champs Ê et BI variables
s entretiennent mutuellement

s est le mécanisme de propagation des ondes électromagnétiques

qui ne nécessitent aucun support
matériel

Plus précisément

une variation de B créér un champ Ê
induit 4 d'induction

c est l équation
Ê ÎÎ f Ê I g VI I

la champÊ créé s'enroule autour de la
variole de M̅

if
0

T.IE ÎÎ LE

une variation de Ê créér un
champB on peut aussi

le qualifierd'induit

c en aération à être Ê

le champM̅ créé s'enroule autour de ce
remet IÉ

Mᵐᵉ

m̂ çi if EE ÎÎ ê

La prise en compte
simultanée des 2 phénomènes Bvariable Ê et Ê variable B

conduit à l équation de propagation
des ondes en

On se place dans le
vide pas de

changer ni de
courante f

es Max
div Ê 0 du 5 0

ICEY 2 m̂ 5 ne



Pour tenir compte du 2 4 simultanément on calcule not rôt EI

d un coté It rôt Îl Trad IIE ICE

Formuleétablie au 1.6

d autre part aver les équations de
Maxwell

EÉE
EI IEEE

ms

On en déduit l'eq.de propagate pour Ê
dans le vide

Â E no EÉE quasi stationnaire

bassefÎÉquence

2 5 Approximation des régimesquasi
stationnaires AROS

Il s agit de fin des
approximations basse fréquence

dans en ÉâÎÊÛᵗèʰᵗᵈᵉ

Maxwell div Ê Cle du Â 0

w̅ CET ÎÎ CI no I ne LE

termes dépendant
du temps

La démarche généralement utilisée est
de garder Et Ê ÇI

et de faire l'approximet BF
dans rôt B no j n.EEz

hersefréquence

Cette approximation
revient à négliger EYE devantJ

E ÎÎ Î

A ROS approximet BF on néglige le ourent
de déplacement 122111f

as conduction

Dans l AROS Max Ampère redevient
comme en RS

À B u j
conséquence

on retrouve la th
d'Apère

PR I u Ie

dans l'AROS on calcule

RS



les champs B comme en RS

Ordre de grandeur pour l'AROS

par ex on est dans un métal
don JE

don Ʃ ÇE
donne EWE cL JE En CC

par ex pour le
cuivre

Enigmesinusoidal
y 6 107 SI S

9E ê
wac

Donc pour le cuivre
l'appui et BF 0,7 1019

7 1018 s
1

nécessite 1 Ïm
Dans du circuits électriques en g f f 4

1018Hn

ne dépasse pas le GHz
il y a beaucoup

de marge

Rey même en BF le seulendroit où
il faut garde la

terre neELI

est l espace entre les
armatures d un condensateur

pas de J l est le courant
de déplacementqui permet

au courant de traverser
le condensateur

3 Aspects énergétiques

3 1 Densités
volumiques d énergie en

en électromagnétique

wee EE énergie électrique
reliés au champÊl par

un de volume

was 2È énergie
magnétique

reliée à À par a de
volume

Partout dans l'espace où il y a des
champs Ê 5 il y a une

certaine énergie en penser à la propager d'ondes
en



Illustration de Wel EE
condensateurplan IIpossatique

cha p E E approximetiplans Vff VB

poisd'effetsdebond q
surfacearmatures

capacité q Ca aver C EE volume

énergie contenue de
le d t

2
_yp.jp

Econd C u

volume du condensateur Se

wee EI
weIsone
sinon Emond weldu e

illustration de wmag 213 1 ffi EEE
NspiresCharpB B no I i

inductance L Ator NBS et 1 L
volume se

Nafis Li way Ebf

un

énergie stockée
Ebob Li 21

D'une manière générale
l'énergie en contenue dans un volumeU s'écrit

Een tweetway si weeetwaguniformes

En f weetway av

3 2 Conservation de l'énergie

1 h destch



principe très général en physique l énergie est toujours conservée pasdecréation destruction

à conditionde tenir compte de

toutes les forme d'énergie

En l'absence d
absorbtion quiconvertit l'énergie en en énergie thermique via

l effetpoule l énergie en est
conservée volumen

surfacefermée
si aucun énergie

travers 5 ᵗˢᵗᵉᵐᵉ
s quientourer

alors Eint c
Patron

si il y a des échanges de l'ᵉʰᵉ8ᵉ
énergie en contenue

ds levol V
traverse S

EII Pentrante Psortante

On peut écrire la puissance qui traverse une surfaceS comme le

jeux du
vecteur de Ponting noté M̅

p 1ff Is
On remarque que

dimensionnellement

Tl est une puissance par un de surfore JIJI
P T 5

m

w̅ Wlm

La direction et le sens de M̅ indiquent direction
serre de déplacement del'énergs

em

On peut ainsi écrire
Psontente

I I

D oir diff F I thegreen

On Eint 1ff les way
du et F IS divlà du

D où 11 weetwines du
div ti av

Et donc tweetunes dir là ÎLE
l énergie en

Ren f I e div F



3 3 Vecteur de PoyntingM̅

On a introduit M̅ via le fait que Pis IlsM̅ I

La puissance en qui traverse une surface
s est égale au flux deM̅ JETÉE

M̅ représente quantitativement les déplacements d'énergie
em

On peut par ailleurs exprimer M̅ à partir des
champs Ê et B

M̅ Ê I aspects dimensionnels

E B no I i pu
a

j
On justifie cette expression

sur un cas simple
donc Wim 2

cequ'enbzJETÉE E 5 am

E
ËÉTITIÏTÉE pÏEOn utilise les équations

de Maxwell

Et on Ï E l'IIIÉTÉ
ay

Donc Ë Ê r rect.snet

w̅ CET ÉTÉ a ISBT m̂

Don 1,4 vraie

on repart de x ̅ III EE.BE
D ai div à If 1

EnRD



1 IE En

on ne place en utilisant 11 et f1.1 f
IEI B YIBY BE

En 91 Ex nos E noEo Ê

Ainsi si til E BI mes 1

t.EE
l E na ê ci

et B By

On voit ainsi que
l'expression M̅ Ê Â est compatible avec

la conservation locale de
l énergie en div Î wel way

3 4 EffetJoule

on cherche à exprimer
la puissance en par

a de volume c'est
un grandeurlocale

associée à l effet Jouer

On reprend le modèle de Prudeet la
modélisation sommaire d'un

métel
e Ify

on note n la densité d é libres
en m

3

Il y a dissipation d énergie énergie en

énergie thermique

via la si en m des é librespar le
e libres

champ E et la force de Drude frottement

fluide

On considère un e libre il subit la force de
Lorentz e Ê ÛnÎ



La puissance associée à cette Jones est p J e Ê

III
T eÊ

C la forcemagnétiqueDonc p e E T P é

netravaillepas
Par a de volume il y a n é libre donc la

puissance est Poul n p jÛ
Ê

Don Pue I E PIE entêitraïEusone

Équipe

Peut e écrire tool JE
Comme J jÊ

On peut calculer
la puissance

dissipée dans un
morceau de

mm

EEE
s ire re v

i Ri

On peut reprendre
le bilan d énergie en avec cette

absorbtion

daft
Portent _Pouls

Prot du

t.luetw.es IIFma
D'où of wel unes

du F III avec absorbtion


