TD Il. Circuits linéaires du deuxieme ordre

Exercice 11.1. Résolutions d’équations différentielles du deuxiéme ordre % *

Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes.
1.

e ar df(t
2.
d2f(t df(t S
dﬁi)—if J;i)ﬂf(t):o et fO)=1 et <d§t)>tzo:1
3.
2
dd{fgt) fA)=0 et fO)=1 et (ddgtt))t:o:l
4,
d? d s
dégt)+3 Qit)+2f(t)=0 et f(0)=2 et (ﬁit) t:0:3'
5.
d2f(t)  df(t 2
6.
a2f(e)  df(t i
dig)_Q {1(t)+f(t)_0 et f(0)=2 et (di))t:()_l'
7.
d? d °
d];gt)+4 "2(:)+4f(t):0 et fO)=1 et <d(t®>t—0:_&
8.
2
ddjigt)Jrf(t):o et fO)=1 et <ddit)>to:2'
9.
d2f(t)  df(t AL
SO =0 @ j0)=1 e ({E)LOZ_L
10.
d2f(t df(t 2
dig)+2 J;Sg)Jrzf(t):O et f0)=0 et (ch))t:o:l'
1.
t)=0 ©  A=(=3)"—4x2=1>0
Tl:_3_\/I:_2 ot r2:_3+ﬁ:_1 donc
5 2
f(t)=Kie ? + Kye™® et dﬁit) = —2Kie * — Koe ™
f(0)=1=K1+ K> et <(1J(;§5t)>t—0:2:_2K1_K2 o

Ky =-3 et Ky=4 donc

f(t)=—3e 2 44e7 "



A=(-3)"-4x2=1>0

fp(t)=0 '
—3-4/1 — 1
frl:gi\/i:—Q et ’[”2:3;\/7:—1 donC
2 2

df(t

f(t)=Kie ? + Kye™* et ];i) = —2Kje ' — Koe ™'
df(t
f(O):1:K1+K2 et <f()> :1:*2K1*K2 donc
dt /=0
Ki=-2 et Ky =3 donc

f(t)=—2e"2 43¢t

fp(ﬂ =0 !
—4 4
rl_i\f:_l et r2:£=1 donc
2 2
df(t
f(t) = Kje t—i—ngt et J;i) = —K1€_t+K2€t
f() =1=K1+ K> et m =1=-K1+ K> donc
d
t Ji=o
Ki=0 et Ky=1 donc
f(t) =€
fp(t) =0 A=3>—-4x2=1>0
7«1:7_3_\/1:—2 et r2:7_3+ﬁ:—1 donc
2 2
flt)y= Kie 2+ Kye™t et dﬁit) = 9K 2 — Koet
df(t
= ) = 1—|— 2 et — — 90 = — 1— 2 onc
fO)=2=K1+ K “Zi) 3 2K1— K d
t=0

Ki=-5 et Ko=7 donc

f(t)=—be 2 477t

A=1%—4x(-2)=9>0

fp(t) =0 '
—1— -1
,«1:7\/@:*2 et rzz;\/gzl donc
2 2
df(t
f(t)=Kie " + Kyt et J;i) = 2K ¥+ Kye™!
df(t
f(O):l:Kl +K2 et <£(t)> :2:_2K1+K2 donC
t=0
1
Kl—_g et Ko=- donc
4
—et.



fp(t)=0 A=(-22-4x1=0
T:—(2—2):1
f(t)=(Kit+ Ky)et et dj:iit):Kltet—l-Klet—i—ngt

JO)=2=K, et (d{ifﬁ

Ki=-1 et Ky =2 donc
F(t) = (~t+2)¢!

) =1=Ki+ K> donc
t=0

frt)=0 . A=42—4x4=0
—4
’[“27:—2
2
df(t
ft)=(Kit+Ky)e 2 et “fii):—2K1te_2t+Kle_2t—2K262t

FO)=1=FK, et <d£f)

Ki=-1 et Ko=1 donc
flt)=(—t+1)e ™

> =-3=K;—-2K5 donc
t=0

Ip(t) = A=—-4x1=-4<0

b 0 b2 \/7
—%——5—0 \/74(12 donc

f(t) = Ky cos(t) + Kssin(t) = —Kjsin(t) + K cos(t)

dt

df()> =2=Ky donc
t=0

f(O):lzKl et < ar
f(t) = cos(t) + 2sin(t).

o(t) A=12-4x1=-3<0
b 1 c T 3
T2 2 a_4a2 \/74 5 donc
f(t)= e~ t/2 <K1 COS({ ) +K251H<\g§t>> ot
d{iit) = —%e—t/2 (Kl cos(?t) + Ko sin(?t>> + \ége‘t/Q <—K1 sin(?t) LK cos(?t))

f(0)=1=K, et (d{iit)l_oz—lz—;fﬁ-i-\égfﬁ donc

Ki=1 et Koy=—— donc
V3

—t)2 V3 1 V3
flty=e / <COS<2t> - \/33111(275))



10.
fp() =0 —4x2=-4<0
_%:_22_1 H \/:_1 donc
f(t) = e (Kicos(t) + Kasin(t))
d‘(figt) = —e¢ " (Kycos(t) + Kasin(t)) + e (— Ky sin(t) + Ko cos(t))
FO)=0=FK, et (dﬁf))tzo 11— K +Ks  donc

K =0 et Ky=1 donc
f(t) = e tsin(t).

Exercice 11.2. Circuit LC et générateur de courant * *

Dans le circuit ci-contre, le générateur supposé idéal est brusquement éteint. On le modélise par un
échelon de courant, 7(t) passant de Iy a 0 a I'instant ¢ = 0. On appelle Eor = Ec + & 'énergie électrique
totale stockée dans le condensateur et la bobine.

n(t) ic(t)y i(?)
C__ L

Figure 2.1 — Schéma électrique.

1. Exprimer la dérivée temporelle de I'énergie totale, d&o/dt en fonction de i(t) et di(¢t)/dt.
Afin d'obtenir la dérivée temporelle de I'énergie totale &or, exprimons |'énergie totale dans le circuit LC,
elle est telle que

Eot = EC (t) +&L (t)
1 1
En dérivant

d&ot
dt

_ Cuo(t) d“gt(t) +Li(t) dz(f) .

D'apres la loi des mailles
uc(t) = —ur(t).

di(t)

Or d’aprés la loi de la bobine up,(t) = L=, il vient donc que

di(t)
at

uc(t)=—L
On peut ainsi remplacer uc(t) dans I'expression de la dérivée de I'énergie totale

A€ot o ., di(t) dZi(t)
=L
dt “u ap
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2. Justifier qualitativement que &t est constante. En déduire |'équation différentielle vérifiée par i(t).
Retrouver cette équation par application des lois de I'électronique.
Dans un circuit LC il n'y a pas de résistor, il n'y a donc pas de pertes énergétiques, I'énergie totale du
circuit LC reste donc constante. |l vient donc

Aot 5 . di(t) d%i(t) di(t)
= :L
q 0=LC ety

di(t)

soit en divisant par —g;

d?i(t)
dt?
d?i(t)
dt?

0=L*C

+Li(t)

0=LC i(t).

Tentons de retrouver cette expression en utilisant les lois de I'électronique. D'apres la loi des mailles
utiliser plus tot

uc(t) = —ur(t)

en dérivant par rapport au temps
duc(t) _ dur(t)

dt dt
D’apres la loi du condensateur i(t) = Cd“gt(t), donc
L. dug(t)
D’aprés la loi de la bobine ur(t) = Ldfl(tt), donc
1 d?i(t)
—i(t)=—L
C ®) de?
donc a2i(t)
(T .
0=LC e +i(t).

3. Etablir les conditions initiales sur i(t) et sa dérivée.
Afin de résoudre cette équation du deuxiéme ordre, il nous faut deux conditions initiale, concernant
i(t =0) et concernant di(t =0)/dt.
Lorsque le condensateur est chargé, avant l'instant £ = 0, il agit comme un interrupteur ouvert, aucun
courant ne le traverse. Le courant passe entiérement dans la bobine, son intensité fournie par le générateur
de courant est Iy. Par continuité de la valeur de l'intensité du courant dans la bobine, il vient que
i(t=0) = I.
En régime permanent, avant l'instant ¢ = 0, la valeur de l'intensité du courant dans la bobine est
constante, ainsi sa dérivée par rapport au temps est nulle, donc di(t = 0)/dt = 0.

4. En déduire |'expression de i(t).
L'équation du deuxieme ordre obtenue plus t6t est une équation homogene caractéristique d'un oscillateur
harmonique, sa solution est donc

i(t) = Acos(wot) + Bsin(wot)

avec A et B, deux constantes a déterminer 3 partir des conditions initiales, et wq la pulsation propre du
circuit LC telle que wp =1/vVLC.



[l vient que
di(t)
dt

A partir de la condition initiale sur i(¢) il vient que

= — Awg sin(wot) + Bwg cos(wot).

i(t=0)=A= I

A partir de la condition initiale sur di(t)/dt il vient que

<dii(tt) > =0 Beo=0

B=0.

[l vient donc que
i(t) = Ipcos(wot).

Exercice 11.3. Circuit bouchon * %

On souhaite déterminer I'équation d'évolution de I'intensité du courant iy circulant dans la bobine dans
le circuit suivant. Le résistor a une résistance R = 10 kf2, la bobine a une inductance L = 100 mH et le
condensateur a une capacité C =0,1 puF.

Figure 2.2 — Schéma électrique.

1. Utiliser la loi des nceuds pour établir une relation entre i1, i et i3.
Au noeud B, on voit que 71 = ig + 3.

2. Utiliser la loi des mailles dans la maille ABEF pour établir une expression de i; dépendant de L, R et
1.
La loi des mailles dans la maille ABEF donne

ur(t)+ur(t)=0 soit Riy(t)+ Ldléit) =0
donc L din(t)
. _ Law
Zl(t) = R dr

3. Utiliser la loi des mailles dans la maille BCDE pour établir une expression de u¢, la tension aux bornes
du condensateur en fonction de L et is.
La loi des mailles dans la maille BCDE donne

dia(t)

t)— t) = it L
ur(t) —uc(t)=0 soi i

—uc(t)=0



donc ais ()
12
uc(t) = L———=.
c(t) &
. Exprimer i3 en fonction de u¢, puis i3 en fonction de L, C et is.
D’aprés la loi du condensateur
duc(t)

is(t)=C %

En utilisant la relation précédente, il vient que

duc(t) Ld2i2(t)

dt dt?
donc due() 2 0
uc (t 1o(t
=L
¢ dt ¢ d¢?
soit &2 0
) i9(t
13 (t) =LC dt2 .

. A partir des relations précédentes et de la loi des nceuds, déterminer |'équation différentielle que respecte
19.
D’'aprés la loi des noeuds

11 =12 +13.

En utilisant les relations précédentes, il vient que

L dip(t) d?is(t)
soit 2 4
podiel®)  Ldia®) g

de? R dt

. A partir de I'équation canonique impliquant le facteur de qualité @, exprimer la pulsation propre du
circuit wg et ) en fonction des parameétres du systéme. Donner les valeurs de Q) et wy.
L'équation canonique impliquant Q appliquée a I'équation précédente donne

1 d%ia(t) | 1 dia(t)

9(t) = 0.
wi  dt? Quo dt +ia(t)
Ainsi
1 1
— =LC soit wy=-—F—=
W LC
1 L R C
Qo RSOI Q \/C’L RL
A.N.
1
wop=——=1x10%*rad-s7*
LC

C 0.1x106F
R\ [Z =10x10°0 [0
Q=F\[7 =10x10° [roe=—o=ag = 10
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7.

Déterminer a quel type de régime sera soumis ce systéme. Donner I'équation d'évolution de i2 dans ce
régime a partir des conditions initiales suivantes : la charge initiale du condensateur est ¢(t =0) = 1pC
et l'intensité initiale du courant la bobine est i2(t =0) = 1mA.

Le facteur de qualité @ > % donc le systeme sera soumis a un régime pseudo-périodique.

Dans ce cas, comme on a affaire 3 une équation sans second membre

io(t) = e~ 2at (Acos (wt)+ Bsin (wt))

1
_ Vdac—b oV @ _ Wo fimn
2a 0 2 2Q

A.N.

wp 1x 10*rad-s™! B 1

20-  2x10 o0

w= ‘2% 402 —1=500rad s x VA x 100 — 1 = 9987rad -s .
At=0
is(t=0)=A=1x10"3A.
De plus
dig(t) wo _“0 . _“0 .
uc(t)=1L e —@Le 2Q (Acos (wt) + Bsin (wt) )+ Lwe 2@ (—Asin (wt) + B cos (wt))

donc

q(t) = Cuc(t) = —;%LCe_% (Acos(wt)+ Bsin (wt) )+ LCwe %0 (—Asin (wt) + Bcos (wt)) .

At=0
q(t:O):—%LCx1><10’3A+LCwB:1><10*60
soit
1x1075C  wy 3 20 x1x1076C 1 _
B= 1x1073A = 1x1073A.
oLC +2wa X 107 1 wo + 4Q2—1X X
A.N. ;
20x1x1076C 1
B=222 0 P 10t tad s+ x1x103A =5x10"A.
V399 /399
Finalement

in(t) = e 70X (1107 cos (9987rad - 57! x 1) 45 x 1077 x sin (9987rad -s~! x ¢) )



Exercice 11.4. Influence d’un condensateur sur un circuit RL % %

Un générateur de tension continue de force électromotrice E' et de résistance interne r est branché aux
bornes d’'une bobine d'inductance L et de résistance R.

Pour t < 0 I'interrupteur K est ouvert; on suppose qu'a t =0 le circuit a atteint un régime permanent.
On ferme l'interrupteur K a t =0 ce qui branche en paralléle sur la bobine un condensateur de capacité C.

L'objet de cet exercice est I'étude de I'intensité i(¢) traversant la bobine pour ¢ > 0.

Figure 2.3 — Schéma électrique.

1. Déterminer i(0") et (d%)) .
t=0
Avant la fermeture de l'interrupteur I'intensité i(t) = i2(t). Le régime permanent étant atteint ur(t) =0,
et d'aprés la loi des mailles

E=u,(t=07)+up(t=0")=ri(t=0")+ri(t=0")

donc

T R

Par continuité de l'intensité dans la bobine a t =07, il vient que i(t =0") =ix(t =0") =i(t=0") =
ig(t=0%)=-L

r+R"
Avant la fermeture, la tension aux bornes du condensateur est uc(t =07) =0, ainsi dans la maille LRC
il vient que
urL(t=0")4+ur(t=0")=uc(t=0")
dia(t) ) _ _
L Ris(t=0")=uc(t=0
TP i ) =uc( )
et par continuité de I'intensité dans la bobune et de la tension aux bornes du condensateur, il vient que
dia(t) .
L Ris(t=0") =uc(t=0"
2 FRa(t=0") = uc(t=0")
di(t) .
L Ri(t=0")=0
dt t:O++ i )
donc
di(t) R FE

dt t—o+  Lr+R

2. Etablir I'équation différentielle vérifiée par i (t).
On se place t > 0 et on étudie la maille RLC série. La loi des mailles donne

ur,(t) +up(t) =uc(t)
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Ldizit) + Ris(t) = ue(t).
En dérivant cette relation il vient que
Ldz’i z(t) N Rdi(glit) _ dugt(t)
Ld2£2(t) +Rdi§it) _ %ig(t)
Lcd2£§2(t) + Rcdﬁf) — i) — i (t).

Pour obtenir i(¢) on étudie la maille avec le générateur, r, la bobine et R

dig(t
E=ri(t)+L Zéi ) 4 Ris(t)
done E R L dis (1)
. . i
t)=———is(t)— —
i(t) r 7"12() r o dt
et ainsi 2 t) dis(t) i (1)
ia(t irt) E R, Ldiy(t)
LC a2 + RC FTI Tlg(t) A Zg(t)
d%is(t) L\ diy(t) R\ . E
L = 14— ==
C—p +<Rc+r> i +< +r)zz(t) .
rLC dZ%iy(t) rRC+Ldig(t)+Z, (1) — E
r+R de2 r+R At VT r+R

3. Ondonne L=43mH, R=9,1Q, r=50Q et E=5,0 V. Déterminer les valeurs de C permettant
d’'observer un régime pseudopériodique.
Pour déterminer la nature du régime on peut étudier la valeur du facteur de qualité Q. En identifiant les
coefficients de I'équation différentielle et ceux de I'équation canonique, il vient que

1 rLC q r+R
— = onc wp= .
wi T+R 0 rLC

1 rRC+L
QCU(]_ 7“+R
1 [rLC  rRCH+L 1 rRC+L |[r+R VTRLC +72LC

- - it —— d -
oNrrr~ rxr O 07 orr \vzo Yo @ rRC+ L

Ainsi si @ > %
VrRLC+r2LC 1

"RC+L 2

donc
rRLC+r2LC 1
—2 > p—

(rRC+1L) 4

1 1 1
rRLC +7*LC > Z7«2}2202 + ZL2 + 5rRCL

1 1 1
—ZrQRZC'Q + (QTRL+7“2L) C - ZL2 > 0.
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On reconnait une équation du second degré dont le discriminant est
1 . 1 .
A= 1r?R?L2 +riL? + 3 RL? - 17«23%2 =r*L*(r+R) > 0.
Les deux racines réelles de |'équation sont

 —3RL—rL+\/rL?(r+R) _LR-|-2T3F2\/m
— = - :

—%TRQ rR

Cy

Le coefficient du terme du second ordre étant négatif, les valeurs positives de I'équation sont comprises
entre ces deux racines. A.N.

9,1Q42x50QT2,/50Q(50Q+9,1Q)
5092 % (9,1Q)2

Cy =43x1073H x =39x107%F ; 23x1073F.

Exercice 11.5. Etude d’un circuit a2 deux bobines * %

On considére le circuit représenté ci-dessous. Le générateur a une force électromotrice constante E.

L'interrupteur K est ouvert depuis trés longtemps et on le ferme a l'instant ¢t = 0.

=

L

. Déterminer les intensités i, i1, i, i3 et i4 a I'instant t =0~ puis a l'instant ¢ = 0.

Déterminer s(00), i(00), i1(00), ia(00), iz3(00) et iq(00), c'est-a-dire les valeurs lorsqu'un régime
permanent est atteint.

Relier s(t) a i3(t), puis a i4(t). En déduire di(t)/dt en fonction de R, L, s(t) et ds(¢)/dt.

Relier i(t) et i2(t). En déduire di(t)/dt en fonction de R, L, is(t) et dia(t)/dt.

. Montrer que

di(t) , din(t) | dia(t)

dt dt a

En déduire que
_ 3Lds(t) 2
io(t) = 2 Rs(t).

Trouver une équation différentielle du second odre Vvérifiée par s(t).

. Déterminer s(t).
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