TD Ill. Energétique du point

Exercice 11l.1. Travail d’une force de frottements fluides %
Un point matériel M est animé d'un mouvement sinusoidal le long d'un axe (Ozx), d'amplitude z et de

fréquence v. |l subit I'action d'une force de frottement fluide 7 = k.
1. Donner |'équation horaire du mouvement de M.
D'apres I'énonce I'équation du mouvement de M est

z(t) = zosin (2wvt + ).

2. Déduire I'expression de sa vitesse ¢ en fonction du temps.

[l vient que

d
v(t) = d—f = 2mvaxgcos (2nvt+ ).

3. A partir de la valeur de la vitesse, exprimer la différentielle dz en fonction de la différentielle dt
[l vient que
dz = v(t)dt = 2wvagcos (2nvt + ) dt.

4. Déterminer le travail de 7 au cours d'une période du mouvement (on pourra utiliser une relation
trigonométrique pour transformer sin? en une somme de deux Cos).
Le travail élémentaire de f est

SW(f)=f -d0M
=~k dal,
= —k12mvag cos (2mvt + @) U 4 - 2mvwg cos (2mvt + o) At W 5
= —ki (2mva)? cos® (2nvt + @) dt

k
= —51 (2mvo)? (14 cos (dmwt +2p)) dt.
Le travail de f au cours d'une période du mouvement est

W(f) = / W)

=T [, 9
:/ —5(27r1/3:0) (1+cos(dmvt+2¢p))dt
t=0

kl 9 T T
:—?(QWVJJ()) / dt+/ cos (4mvt 4 2¢) dt
0 0
T
O>

k 1 1
= —?1 (27w:r0)2 (T + y— sin (4mvT + 2¢) — - sin (290))

k 1
= —?1 (2mvag)? (T + Lm_y sin (4t +2¢)

k 1 1
= —51 (27wx0)2 (T—|— yo— sin (47 + 2¢p) — e sin (290))

comme sin (47 4 2¢p) = sin (2¢) il vient que

k
W(f)= —51 (27”/!E0)2T = —27T2xgklu.
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Exercice 111.2. Distance de freinage %

Une voiture de masse m = 1,5.10 kg roule 3 la vitesse de 50 km.h~! sur une route horizontale. Devant
un imprévu, le conducteur freine brusquement et s'arréte aprés avoir parcouru une distance d =15 m. On
modélise la force de freinage par une force constante opposée a la vitesse.

1. Calculer le travail de la force de freinage.

Le travail élémentaire de la force de freinage ? = —fﬁw est
sW(f)=F-doM
= —fﬁm-dxﬁx
= —fdz.

Le travail de la force de freinage sur le trajet parcouru par la voiture est

wii)= [ ow(F)

r=d
= —fdz

=0

— —fd.

2. En déduire la norme de cette force.
Afin d'obtenir la norme f de la force on utilise le théoréme de I'énergie cinétique

AS =YW (?)

comme la force de frottement est la seule force qui travaille (le poids et la réaction du support sont
perpendiculaires au mouvement), il vient que

1
moz_g— 57""“12:0 =—fd
1
0— imvizo =—fd
ainsi )
f _ muv,_g
2d
A.N.

2 2
1,5x 10%kg x (50km-h™)" 1,5 10%kg x (1000m - km ™" x ghsh-s~" x 50km - h ")

2x15m 2x15m

=9,6x10°N.

3. Déterminer la distance de freinage si la vitesse initiale est de 70 km.h~!,
On utilise I'expression obtenue plus tot

2
fe muvz_g
2d
[l vient que
2
d= MVz—o



En faisant le rapport de la distance d = 15m connue et la distance d’ a trouver, il vient que

d _mui, 2f (%4})2

ar 2 /
d 2f mvl_, VLo

avec v/,_o = 70km-h~" la nouvelle vitesse initiale. Ainsi
/ 2
d/ — d <v$=0>
V=0

o 2
d =15m x M =29m.
50km-h~!

A.N.

4. Commenter cette phrase relevée dans livret d'apprentissage de la conduite : “La distance de freinage
est proportionnelle au carré de la vitesse du mobile”.
Comme on peut le voir avec |'expression de la distance d’

/ 2
d/ — d (UIO>
Vzr=0
on constate que la phrase relevée traduit bien cette derniere : la distance de freinage augmente en
fonction du carré de la vitesse initiale de freinage.

Exercice 111.3. Le Marsupilami % *

Le Marsupilami est un animal de bande dessinée crée par Franquin aux capacités physiques remarquables,
en particulier grace a sa queue qui peut se comporter comme un ressort et qui permet au Marsupilami de se
propulser vers le haut.

On consideére le marsupilami comme un point matériel m = 50 kg et sa queue comme un ressort. On
note lo = 2,0 m la longueur a vide ce ressort et k sa constante de raideur. On prendra g = 10 m.s~2.

On étudie un saut du Marsupilami. A I'instant initial ¢, le ressort est comprimé et a une longueur
I, = 50 cm. A un instant ultérieur 1 la longueur du ressort est Iy, a cet instant le Marsupilami quitte le sol.
A un autre instant ultérieur to, le Marsupilami atteint une hauteur maximal de h.

1. Faire le bilan des forces qui s'exerce sur le Marsupilami. Déterminer si ces forces sont conservatives.
Les forces qui s'exercent sur le Marsupilami sont son poids, la réaction du support et la force de rappel
du ressort. Seule la réaction du support n'est pas une force conservative.

2. Utiliser le théoréeme adapté aux instant tg, t1 et to.

On peut utiliser le théoréeme de |'énergie mécanique car toutes les forces sont soit conservatives, soit ne

travaillent pas (réaction du support). Dans ce cas

A& =YW (FY) =0.

Ainsi |'énergie mécanique du Marsupilami se conserve. On peut alors déterminer la valeur de son énergie
cinétique et des énergies potentielles :

Em =E(t)+ ng,i(t) =cst
1 Z 1
= Emvz(t) +mgz(t) + ik(z(t) —1)?

avec z(t) I'altitude du Marsupilami par rapport au sol, k la constante de raideur de sa queue et [ sa
longueur a vide ou a I'équilibre.



Comme a tg la vitesse de I'animal est nulle et on considére qu'il a une altitude nulle, ainsi
1 2
Em =mgz(to) + §k(z(t0) —1)
1
= 51<:(zm—1)2
A t1 la vitesse de I'animal est nulle et on considere qu'il a une altitude nulle, ainsi
1 2
Em =myz(to) + 5k ((t0) =1
1
= §k(lm—l)2

Comme a to sa hauteur est maximale, il n’a plus de vitesse. On considére également que le ressort n'est
plus comprimé et qu'il a atteint sa longueur a vide, ainsi

1
Em =mgz(ta) + 51{:(2(750) - l)2
1
:mgh+§k(l—l)2 = mgh.

3. La hauteur maximale atteinte par le Marsupilami est h = 10 m. Déterminer la valeur de k et la valeur
de la vitesse au décollage du Marsupilami.

Exercice 111.4. Oscillation d’un pendule * *

Un point matériel A de masse m est suspendu a I'extrémité d'un fil idéal de longueur L dont I'autre
extrémité O est fixe. On ne considére pas les mouvements en dehors d'un plan vertical Oxy. On repére
A par I'angle 6 entre le fil et la verticale. On désigne par ¢ = gus I'accélération de pesanteur. On tient
compte d'une force de frottement fluide f = —k .

1. Déterminer I'équation différentielle du mouvement de A en appliquant le théoréme de I'énergie cinétique.

Le systéme est le point matériel. On se place dans le référentiel du laboratoire lié au référentiel terrestre.

Le mouvement étant circulaire dans un plan, le systeme de coordonnées le mieux adapté est le systéme

cylindro-polaire.

Bilan des forces : le poids ? = m? la tension du fil ? et une force de frottement fluide ? = k.

Dans le repeére cylindro-polaire la vitesse est définie telle que

o = ROu
avec R le rayon de la trajectoire circulaire de I'objet qui correspond ici a L, soit
o = Luj.

D’aprés le théoréme de la puissance cinétique il vient que

ddic B ;P @)

soit ici

Ce_ BT TT T

La tension du fil est radiale et I'énergie cinétique est telle que

1 .
gc = 5771’1}2 = §mL202



donc
1 dé? . . . .
3 mL?— T =m'q - Lup — T, - LOwy — ki Lo - L,
mL?*00 = mgL6 cos ((9 + g) — k1 L26?

mL*00 = —mgLOsin () — ki L?6?
mL2*00 + ki L*0* +mgLfsin (0) = 0
S @—02+ésin(0) =0.

9 myg

soit, en considérant les solutions pour lesquelles 6 # 0

§9+I€1L9+sm(9) 0.

2. Les frottements sont suffisamment faibles pour que le régime soit pseudo-périodique. Donner la condition
sur ky pour qu'il en soit ainsi. On utilisera une des formes canoniques de I'équation différentielle du
deuxiéme ordre obtenue plus tét.

On remarque que I'équation différentielle précédente correspond a I'équation d'un oscillateur amorti.
On utilise une équation canonique pour identifier la pulsation propre wy et le facteur de qualité ) du
systeme, soit

1 .
9 —H+6=0.
Qwo
[l vient que
=T
L
et
1 kL
Qwo mg
soit

_lgm _
N wo L k?l L kl k‘l
Le systéeme est en régime pseudo-périodique lorsque () > 5 soit

gm 1
Lk

k< 2m\/§'

3. On lache le pendule sans vitesse initiale d'un position faisant un angle 6, faible. Linéariser |'équation
différentielle du mouvement puis déterminer |'expression de 6 en fonction du temps ¢.
Pour des amplitudes faibles du pendule on peut faire le développement limité a I'ordre 0 de sinf en 6,
sinf =~ . |l vient que

L. kL.
20+ 2260+ mgLo =0.
g mg



L'équation est ainsi linéariser : il n'y a plus que des termes impliquant 6 a la puissance un (on peut
développer le sinus d'une variable en somme de puissances de cette variable).

Le mouvement étant pseudo-périodique, la solution de I'équation différentielle homogeéne du deuxieme
ordre est

0(t) = e V7 (K; cos (wt) + Kysin (wt))

avec 7 la constante de temps du circuit telle que

2Q \/gm L _m
wo Lkl qg k'l

et w la pseudo-période telle que

On peut déterminer les constantes K7 et Ko a partir des conditions initiales du mouvement. Initialement
le pendule est en 6y et sa vitesse est nulle, ainsi

0(0) = K1 = 6,

donc

0(t) = /" (By cos (wt) + Kasin (wt)).
La vitesse angulaire est donc

. 1
0(t) = — et (0o cos (wt) + Ko sin (wt)) + e U (—wbysin (wt) +w K cos (wt))
T

soitat=0

: 1
6(0) = ——0y +wK>=0

1
Ky = 790.
wT

Ainsi I'équation du mouvement du pendule amorti est

O(t) = e /™ (90 cos (wt) + % sin (wt))

wT

. Donner |'allure de la courbe représentant 6 en fonction du temps.
L'évolution de la coordonnée 6 du pendule est donnée ci-dessous.



6 (rad)

Figure 1 — Evolution de la coordonnée 6 en fonction du temps.

Exercice 111.5. Cycliste au Tour de France % * %
Un cycliste assimilé a un point matériel se déplace en ligne droite. Il fournit une puissance mécanique
constante P, les forces de frottement de I'air sont proportionnelles au carré de la vitesse v du cycliste telles
F= —kv avec k une constante positive. On néglige le travail des forces de frottements du sol sur la
roue et on choisit un axe horizontal (Oz) orienté dans la direction du mouvement du cycliste.
1. En appliquant le théoréme de la puissance cinétique, établir une équation différentielle en v et montrer
qu'on peut la mettre sous la forme

avec v; une constante homogeéne a une vitesse dont on cherchera la signification physique.

Le sol est lié au référentiel galiléen terrestre. Le systéeme constitué du cycliste et de son vélo est assimilé
a son centre de gravité et soumis a deux forces verticales : son poids et la réaction du sol; et a deux
forces horizontales : la force de frottement de I'air et la force motrice.

On applique le théoréme de la puissance cinétique

dé€,
== (P)+P(R)+P(F)+P.
Comme le poids et la réaction du support sont orthogonales au mouvement, ces forces ne travaillent pas
donc leur puissance est nulle. Il vient que

d&. :?f.7—|—73

dt
1 do?
Skl —kvd - 4P
dv
— =P —kvS.
mvdt P v

Si on considere que la dérivée temporelle de la vitesse est un rapport de deux différentielles on peut

écrire que
dv dodz dv

dt  dzdt  dz.



ainsi

— =P —kv?
mu g v
dv P
2 3
=k ——
m dx <k‘ U)

On peut identifier le terme % a v?, le cube de la vitesse limite : la vitesse pour laquelle la puissance

motrice est compensée par la puissance des forces de freinage.
. On pose f(x) =k (v} —v®). Dériver f(z) par rapport & z. Exprimer mvz(% en fonction de %(m).

df d
= (=)
d d
T = 5 (=)
or comme k et vy, sont des constantes, il vient que

df(z) k@ _ _31}2%

dx dx da’

En multipliant par —g7 I'expression précédente, il vient que

02@ _ _ﬂdf(x).
dx 3k dx

. En déduire |'équation différentielle vérifiée par f(x) et donner la solution générale de cette équation.
L'équation différentielle initiale stipule que

vaj—Z =k (vﬁm — vg)

or, on a montré que

U2dl _ _ﬁdf(fc)
dz 3k dx
et il a été posé que

flz)=k (vﬁm - v3)

dong, il vient que

mdf(z)
soit af(x)
m T
f(z)+ 3k de
La solution générale de cette équation est
fla) = Ae~*/"

avec A une constante a déterminer a partir de la condition initiale et L la distance caractéristique
d'évolution de f(x) telle que

L=—.
3k
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4. On étudie le cycliste au moment ou il aborde la ligne droite a la position z =0 et avec une vitesse vg.
Déterminer |'expression de f(z) puis de v(x) a partir de ces conditions initiales.
At =0, le cycliste se trouve en x =0 et il a une vitesse initiale vy, il vient que

f(sz)zAzk(@?im—vg)

donc
F(@) =k (5, =g ) e /"
Or par définition

donc

soit

v(x) = (Uf’im - (vﬁ»m —US’) e_x/L) 1/3.

5. Déterminer la valeur de k pour P =2 kW et la vitesse limite v; = 20 m.s~!. En déduire la distance
caractéristique L d'évolution de la vitesse pour un cycliste de masse m = 85 kg.
On a vu que

s P
5— J—
Ul = k
donc
P
i
A.N.
2.10°
k= 7=0,3 kg.m~ !
(20)
On a aussi montré que
3
m v
[ =— —m-L
3k 3P
A.N.
203
85X g oqes B

Exercice 111.6. Bille dans une gouttiere * * %

Une bille, assimilée a un point matériel M de masse m, est lachée sans vitesse initiale depuis le point A
d'une gouttiére situé a une hauteur h du point le plus bas O de la gouttiére. Cette derniére est terminée en
O par un guide circulaire de rayon a, disposé verticalement. La bille, dont on suppose que le mouvement
a lieu sans frottement, peut éventuellement quitter la gouttiére a I'intérieur du guide circulaire. On note
? = —g@ I"accélération de la pesanteur.
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1. Calculer la norme vy de la vitesse en O puis en un point M quelconque du cercle repéré par I'angle 6.
Le référentiel lié au sol est galiléen. Les forces s'appliquant au systéme M sont le poids (force conservative)
et la réaction du support dont le travail car orthogonal au mouvement dans le cas d'un mouvement sans
frottement. On est donc dans un cas de conservation de I'énergie mécanique. On peut écrire

soit

%mf(A) +mgy(A) = Smv*(0) +mgy(O)

et comme la vitesse est nulle en A, il vient que

1
mgh = imv2(0)

soit

v(0) = V2gh.

Dans le repere polaire dont I'origine est en C' la position du systeme M sur le cercle est

——
CM = pzT;.
L'altitude du systeme M dans le repére cartésien est donc

y(M) =y(C)+CM -
y(M)=a+acos(m—0)

y(M)=a(1—cosf).
La vitesse du systeme M en n'importe quel point du cercle est obtenue de maniere similaire
1
mgy(A) = Smv* (M) +mgy(M)

%va(M) =myg (y(A) —y(M))

v(M) = \/QQ(h—a(l—cosﬁ)).
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2. Déterminer la réaction de la gouttiere en un point du guide circulaire.
Pour déterminer la réaction, on fait I’hypothése que la bille reste en contact avec la gouttiére. Dans ce
cas, son mouvement est circulaire (sa coordonnée p est constante) et on utilise les relations cinématiques

CMl —piit T —pbi) @ = —pfic+ plic,
Le PFD sur la composante up donne
mag = —R+mgcosf
avec R la norme de la réaction du support. Il vient que
—mph* = —R+mgcosb.
La coordonnée p correspond a a le rayon du cercle, soit
—mab?* = —R+mgcosb.

On remarque que la vitesse peut s'écrire

v = aﬁu_g
donc sa norme est
v=al
ainsi
02
—m— = —R+mgcos#.
a

On utilise I'expression de v obtenue a la question 1

—2mg <Z —(1- COSG)) = —R-+mgcost

R=2mg (Z —(1 —cos@)) +mgcosf

R=mg <30089+2h 2) .
a

3. Déterminer la hauteur minimale de A pour que la bille ait un mouvement révolutif dans le guide.
Pour que la bille ait un mouvement révolutif, il faut que la réaction ne s'annule en aucun point du cercle.
Son expression montre qu’elle est minimale en § = 7w (au sommet du cercle). On souhaite donc que
R(6 =m) > 0 soit

mg <3COS7T+2h —2) >0
a

h
mg (—3+2a—2> >0

)
h>§a
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Exercice 111.7. Tige avec ressort * * %
On considére une tige fixe , dans un plan vertical Oz, faisant un I'angle « avec I'axe (Oz). Un anneau
M de masse m est enfilé sur la tige et astreint a se déplacer sans frottement le long de celui-ci. Cet anneau
est également relié a un ressort de raideur k et de longueur a vide [, dont |'autre extrémité est fixée en O.
On repeére la position de M par OM = X.
1. Déterminer les forces conservatives appliquées a M. Déterminer |'expression de leur énergie potentielle
E, en fonction de X et a.
Les forces conservatives appliquées a M sont son poids ? et la force de rappel du ressort notée ﬁ La
réaction du support ne travaille pas (elle est perpendiculaire au mouvement).
L'énergie potentielle de pesanteur de laquelle dérive le poids est

Ep =mgz+cst

avec z la coordonnée du systéme défini selon le schéma ci-dessous.

Figure 2 — Schéma du probleme.

A partir de la définition de OM il vient que
z=Xcosa

donc
Ep = mgX cosa+cst.

L'énergie potentielle de pesanteur associée a la force de rappel du ressort est
1 2
gp = 5]{5([ — lv) + cst
avec [ la longueur du ressort qui correspond dans notre cas a X. Ainsi

E, = %k(X—lv)Q—i-cst.

La somme des énergies potentielles est donc
Ey=mgX cosa+ %k (X — ZU)2 + cst.
On peut prendre I'origine de la somme des énergies potentielles en X =1, soit
0 = mgl,cosa+ %k‘ (ly — lv)2 +cst

0 =mgl,cosa + cst
cst = —mgl, cosa

donc 1
Ep=mg (X —1,)cosa+ ik(X —1,)%.
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2. Etablir I'équation différentielle du mouvement a I'aide du théoréme de I'énergie mécanique.
D’apres le théoreme de |'énergie mécanique, la variation de I'énergie mécanique est égale a la somme des
travaux des forces non conservatives. Ici, il n'y a pas de frottements et la force de réaction du support
est normale au mouvement donc |'énergie mécanique est constante, soit

dén
o

Exprimons la dérivée temporelle de I'énergie mécanique pour le systéme. Donnons d'abord I'expression
de &,
Em=E+E

1 1
Em = 5mv2 +mg (X —1,)cosa+ §k(X —1,)%.

Dans le repére choisi la valeur de la vitesse v correspond a la dérivée par rapport au temps de la
coordonnées X, soit X, ainsi

1 . L
En = §mX2+mg(X—lv)COSOé+§k(X_lv)2-

La dérivée temporelle de I'énergie mécanique est donc

% =mXX+mgXcosa+kX (X —1,).

Or, comme |'énergie mécanique est constante, il vient que
0=mXX+mgXcosa+kX (X —1,).
En cherchant une solution différente de X = 0, il vient que
0=mX +mgcosa+k(X —1,)

soit

.k k
X+—X=—Il,—mcosa.
m m

On trouve une équation différentielle du premier ordre correspondant a I'équation d'un oscillateur
harmonique.

3. On souhaite étudier graphiquement les différents mouvements possibles. Etudier la fonction Ep(X) dans
le cas ol mgcosa < kl,. Tracer son allure.
fin d’étudier la fonction £,(X) on doit définir sa dérivée, soit

X
di};;,) =mgcosa+k(X —1,).
Cette dérivée s'annule pour

Xo = lv—m%cosa

avec X > 0 car mgcosa < kl,.
Pour cette position, I'énergie potentielle est

g 1 g 2
Ep(Xo) =myg lv—m%cosa—lv cosoa—i—§k lv—m%cosa—lv
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Ep(X )_—m2£COSQa+1m29—QCOS2a——1M
p\A0) = A 5 ? -~ :

Pour X < X, la dérivée de £,(X) est négative, donc la fonction &, (t = 0) = E:(t =0) = imVE.(X)
est décroissante de X — —oo jusqu'a Xj.

Pour X > X la dérivée de &,(X) est positive, donc la fonction £,(X) est croissante de Xy a X — oo.
On peut tracer I'allure de la variation d'énergie potentielle en fonction de la position X.

Ep Ep

A A
E
N / m

NS . N »

b xa

Ep,min iy . E pmin [
Xl Xmin

Figure 3 — Schéma du probléme

Discuter sur le graphique les mouvements possibles en prenant ¢ = 0 les conditions initiales suivantes :
X=1,et % = V4. Préciser la valeur maximale de V|, pour que le mouvement se fasse entre les deux
positions extrémes X7 > 0 et Xo > 0.
Les positions accessibles au systeme dépendent de la valeur de I'énergie mécanique qui est constante car
les seules forces dont le travail est non nul sont conservatives.
A t =0, les énergies potentielles sont nulles donc

1

En(t=0)=E.(t=0)= 5mVOQ.

Les seules valeurs accessibles de X sont celles pour lesquelles
Em > Ep.

Les points extrémes X, et X; entre lesquels le mouvement est possible correspondent a des points pour
lesquels I'énergie cinétique est nulle donc
1 2
gm == gp == §m‘/b
donc

1 1
Ep=mg(Xgp—1ly)cosa+ 5/4: (Xap—1)* = imVOQ.

Comme on peut le voir sur le graphique, la position minimale X, est positive si &,, < &,(0) donc la
vitesse V| pour que cela soit respectée est telle que

1 1
EmVO2 <mg(0—1,)cosa+ 514: (0—1,)>

1 1
§mV02 < —mgl,cosa+ 516[12)

donc

%<i\/l%—2mglvcosa

m
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5. Déterminer les fonctions V(X)) et X (¢) dans les conditions de la question précédente.
On obtient la vitesse en exprimant |'énergie mécanique en tout point de la trajectoire est la méme qu'a
I'instant initial, soit

1

1 1 1
§mVO2 = EmV2 +mg (X —1,)cosa+ §k(X —1,)?
donc
X —1,)?
V:j:\/VOQ—Qchosa—k(l)+29lvcosoz.
m

Pour déterminer X (), on utilise I'équation du mouvement établie a la question 2. On utilise la positon
du minimum du potentiel

mgcos
Xy =1, mgcosa
k
et la pulsation propre du systeme wg = %

[l vient que
X —|—sz = wpXp.

En résolvant I'équation différentielle du deuxiéme ordre, il vient que
X = Xo+ Acos (wot) + Bsin (wot) .

At=0, X(0)=1, donc
X:Xo—G—A:lv

donc A =1, — Xy, soit
X = Xo+ (L, — Xo) cos (wot) + Bsin (wot) .

La variation temporelle de X est
V = —wp (I, — Xo) sin (wot) 4+ wo B cos (wot)

at=0, V=1V, soit
V():(,UQB

donc B = ﬁ, donc
wo

v
X = Xo+ (I, — Xo) cos (wot) + ;0 sin (wot) .
0
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Exercice 111.8. Puits de potentiel % % %

On étudie, dans un vide poussé, le mouvement unidimensionnel selon un axe (Ox) d'un atome de lithium
"Li, modélisé par un point matériel de masse m. Un faisceau laser focalisé au point O d'abscisse 2 = 0 exerce
sur I'atome une force conservative a laquelle on peut associer I'énergie potentielle £, () = —Hgf“/x%, avec

Up et xR des constantes positives. La fonction £,, () est représentée sur la figure suivante.

gpot A

A 4

_UU

L'axe (Ozx) est horizontal, sauf mention explicite du contraire. Le poids est compensé par une autre
composante de la force exercée par le laser dont on ne se préoccupe pas.

Données : masse d'un nucléon m,, = 1,67.10~27 kg, longueur xx = 3,0.10~* m. La profondeur Uy est
donnée en unité de température : Uy = kpTy avec kg =1,38.10727 J.K~! la constante de Boltzmann et
Ty = 200 pK.

1. On considére un atome initialement immobile en z = 0 au fond du puits de potentiel. A I'instant ¢ =0,
on lui communique une vitesse vy positive selon u,. Déterminer les conditions impliquant entre autres
Uy et vg pour que I'atome demeure dans un état lié.

La force exercée sur I'atome est conservative donc |'énergie mécanique est conservée. De plus, |'atome
reste dans un état lié si son énergie mécanique est inférieure a la valeur asymptotique de &, quand x
tend vers I'infini, soit £, (2 — F00) =0 donc &, < 0. On calcule a I'état initial

1
Em = —mvg — Uy
2
la condition est donc
20U,
Vo < 70

2. Dans le cas ou I'atome est mis dans un état de diffusion, déterminer |'expression de sa vitesse limite,
notée v, quand x — oo.
Lorsque I'atome est dans un état de diffusion son énergie mécanique est supérieure méme pour les valeurs
asymptotiques de |'énergie potentielle. Pour ces valeurs I'énergie mécanique est

2

1
Em(r — £00) = 3 MV

En utilisant la conservation de I'énergie mécanique a l'instant initial et pour x — £o0 il vient que

1 1
—mui — Uy = ~muvZ

2 2
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soit

/ 2Uy
Voo = UO_?.

. On suppose que v3 < 2Up/m. Montrer, 3 |'aide d'un développement limité de Epor(x) pour z/zp < 1,
que le mouvement de |'atome est quasi harmonique. On donnera I'expression de sa pulsation, notée wy,
dont on calculera la valeur.

Pour z < 1 le développement limité a I'ordre 1 en 0 de (14 2)® ~ 1+ az donc il vient que

2\ 1 2
) =0~ (1 () s v (1o (2)) = D2
P 2 x T 2
v () : " h

On peut réécrire |'énergie potentielle sous la forme

1
gpot(.’E) =—-Up+ 5]{3.’1‘2

avec k = %.
TR
A 1 . 17 . . ] . . . _ k
On reconnait I'expression de I'énergie potentiel d'un oscillateur harmonique de pulsation propre wg =/ ;-

soit

20y

5 -
mrp

Wy —

A.N.

2%epT, 2% 1,38.10-23 x 200.10-5
woz\/ B0 —\/ L . —92.3.10° rad.

Txmp Xy [ 7x1,67.10727 x (3,0.10—4)*

. Dans cette question et celles qui suivent, on consideére que |'axe (Ox) est vertical ascendant et on tient
compte du poids. On ne suppose plus que z/zp < 1.

Déterminer une nouvelle expression de I'énergie potentielle totale du systéme, notée Sz’mt. On utilisera
la variable y = x /xR et le paramétre sans dimension o = Up/(mgzpg).

On rajoute I'énergie potentielle de pesanteur mgx a I'expression précédente en considérant que l'origine
de I'énergie potentielle de pesanteur est située en z = 0. |l vient que

Uo zr mgrr Uy
=mgr— —

L) e ()

=z
TR

«
5 = MGYTRY — MGTR——5

&, =mgx—
ot mgxr 1+y

P

donc

;o «

. Justifier brievement, en tracant son allure, que 5;’;01&@) peut présenter de nouveau un minimum local si

« est supérieur 3 une valeur critique o, dont on ne cherchera pas a donner la valeur. Tracer |'allure de
ot () pour o> ac.

On a représenté I'allure de Szgot(y) pour différentes valeurs de « sur la Figure 4. Pour « faible, on

retrouve la droite de I'énergie potentielle de la pesanteur. L'énergie potentielle due au laser &y, creuse

une indentation dans la droite de I'énergie potentielle de la pesanteur. Cette indentation est d’autant plus
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6.

grande que « est grand. Si « est suffisamment important, la contribution de &,.; peut rendre &), (v)
localement décroissante : on a alors un minimum local d’'énergie potentielle, soit un nouvel équilibre
stable.

o/

— a=02 | P4
—a=1.54
a=5
/ y
Uy

Figure 4 — Allure de &, (y) pour différentes valeurs de a.

On donne a, = 1,54. Calculer la valeur de Uy correspondante, les autres paramétres étant inchangés et
commenter.
La valeur a = 1,54 marque |'apparition de ce minimum local. D'apres la définition de «, on calcule alors
aUy=acmgzp.
A.N.
acUy=1,54x7x1,67.1072" x 9,8 x 3,0.107* =5,3.10"% J.
Il faut comparer cette valeur a Uy = kg1 pour montrer que pour cette valeur de a.Uy on a bien un
minimum local de I'énergie potentielle, soit
A.N.
Up=1,38.10"% % 200.107%=2,8.107%" J.
Pour cette valeur de o on voit bien apparaitre un minimum local du potentiel.
. Expliquer, sans mener les calculs, comment calculer la profondeur du piége ainsi constitué ainsi que sa

position d'équilibre.
La profondeur du piége est la grandeur U}, représentée sur la Figure 4. On détermine les abscisses du
0
. . . / o 7 /
MiNiMum i, €t du maximum Zpq, locaux de £, en annulant sa dérivée. La profondeur Uy est alors
Epot(Tmaz) = Epot(Tmin). La position d'équilibre est en 2 = yn.
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