Lecon ll. Fonction de transfert et filtres

Dans cette lecon nous allons étudier les circuits électroniques de maniere générale, plus précisément, nous
allons caractériser la maniére dont ils transforme un signal d’entrée e (le plus souvent un signal de tension) en
un signal de sortie s (le plus souvent un signal de tension aux bornes d’un dipdle ou d’une association de dipdle
composant le circuit). Nous pouvons dire que nous étudierons la maniere dont un circuit filtre un signal.

II.1. Fonction de transfert
Considérons un signal d’entrée e(¢) sinusoidal tel que

e(t) = Epcos (ot + ¢,)
ou en complexe
g(t) — Eoejwtej‘/)e — @ej(m

avec Ey, et ¢, des constantes qui caractérisent le signal d’entrée.

Ce signal d’entrée est fourni a un systeme, par exemple un circuit électronique. En régime sinusoidal, ou
régime permanent, le syst¢me fourni un signal de sortie s(¢) qui oscille 2 la méme pulsation que le signal d’entrée
excitateur (donc méme fréquence et méme période) tel que

s(t) = Spcos (wr + @) .

ou en complexe
s(f) = Spel @ i s(®) = Spe!™

avec Sp, @ des constantes et @(@) une phase a I’origine dépendant de la pulsation excitatrice qui caractérisent
le signal d’entrée.

A partir de la connaissance des grandeurs Eo, ® et ¢, caractérisant un signal d’entrée, nous souhaitons
obtenir les grandeur Sy et ¢, du signal de sortie produit par un systeme linéaire.

Un systeme linéaire est un systeéme dont la pulsation du signal de sortie s(z) correspond a la pulsation du
signal d’entrée e(t) en régime permanent.

Un systéme non linéaire est un systéme dont la ou des pulsations du signal de sortie e(7) ne correspondent
pas a la pulsation du signal d’entrée e(z) en régime permanent : on dit qu’il y a création de nouvelles
fréquences.

Il.1.a Définition
Les circuits électroniques sont des systémes linéaires lorsqu’ils sont réalisés avec des composants linéaires
(résistors, condensateur, bobines, etc.). Dans ce cas, on peut obtenir une relation entre le signal d’entrée et le

signal de sortie tel que

avec H un nombre complexe dépendant des caractéristiques des composants du circuit (résistance, capacité,
inductance, etc.) et de j®, donc de la pulsation a la puissance 1 au maximum. On a donc bien affaire a une
relation linéaire.



La fonction de transfert d’un circuit linéaire est la fonction de la variable complexe j telle que, pour
un signal d’entrée e(¢) sinusoidal de pulsation o, le signal de sortie s(¢) en régime sinusoidal forcé est
donné par

s(t) = H(jo) x (7).

Dans le domaine du traitement du signal, le circuit linéaire est appelé filtre et la fonction de transfert
caractérise le filtrage.

Exemple
Prenons un circuit RC série et prenons comme signal de sortie la tension aux bornes du condensateur comme
illustré ci-dessous

FIGURE 1 = Schéma du circuit.

il vient que

Pour les basses fréquences @ < R%

H(w) = ! —=
=14 jRCo
Le signal de sortie est identique au signal d’entrée.
_ 1
Pour @ = ¢~
1 1
H(w) = = .
H(w) 1+ jRCo» 1+
Pour les hautes fréquences @ > R%
1 1
H(w)

= — .
14+ jRCow»  jRCw

Le signal de sortie et le signal d’entrée sont liés par le facteur ]iw : on voit que le signal de sortie est I’intégrale

. N IR 1 N
du signal d’entrée a un facteur - pres.



@ Nota bene

On se rappelle que la dérivation par rapport au temps d’une fonction sinusoidale de pulsation @ en
mode complexe se résume a la multiplication de la fonction complexe par j®.

De plus, Pintégration par rapport au temps d’une fonction sinusoidale de pulsation @ en mode
complexe se résume a la multiplication de la fonction complexe par Jiw

A partir de I’exemple du circuit RC on voit que le signal de sortie d’un filtre est le plus souvent sous la forme
d’un diviseur de tension ou de courant complexe tel que

Z?’:lai(ja))"
Y2 bi(jo)

avec les coefficient a; et b; des réels, N < M et ay #~ 0 et byy #~ 0.
La fonction de transfert d’un filtre est donc le plus souvent une faction rationnelle en jo telle que

s(1) = e(t)

Cs(t) YN a(jo)
H(0) = 00 = ¥ bjo)

On constate également qu’il existe une relation entre le signal d’entrée et le signal de sortie

s() ¥ ai(jo)

e(r) Y2 bi(jo)

IR |IE2

soit

bi(jo)'s(t) = ;ai(jw)‘é(t)

o

Il
—_

Or nous savons que le terme (j®)’ f(t), avec f(t) une fonction complexe, correspond a la dérivée a I’ordre i de
la fonction réelle f(¢), donc

M j N i
d's(t d'e(t

Zbi S() = a; 6(. )

e A 12

i

Cette équation liant le signal de sortie s(¢) au signal d’entrée e(z) est I’équation différentielle caractéristique
du filtre.

Il.1.b Fonctions de gain et de phase
® Le gain d’un filtre

G(o)=|H (o)
ot @] Is()] S
s(t N 0
CO= o) = let) " Bo
Exemple

Si on continue I’étude du circuit RC précédent, le gain de ce filtre est

1 ‘ 1 1

(@) '1+jRCco |14+ jRCo| 1+ (RCo)?
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Pour les basses fréquences @0 < %

1
G(w)= ——— —=1.
\/ 14 (RCw)?

Le signal de sortie a la méme amplitude que le signal d’entrée.

1
Glo) = I S =
\/14 (RCw)*

Pour o = z-
Le signal de sortie a une amplitude Sy = %

1

S

Pour les hautes fréquences @ > %

1 1
G(w) = BT 0.
\/ 1+ (RCo)? @

Le signal de sortie est fortement atténué.
® La phase d’un filtre

| oo —meo) |

soit

I©n
—~

1)
)

o(®) = arg ( ) — arg (s(1)) — arg (e(t)) = oo + u(@) — o1 — @,

Y

(p(w) = (PS<(D) — Qe.

Exemple
Si on continue 1’étude du circuit RC précédent, la phase de ce filtre est

¢(w) = —arg(l+ jRCw) = —arctan (RCw) .

® L’amplitude Xy d’un signal x(7) peut s’exprimer en décibel tel que

X
Xo.ap = 20log < X Of)
re

avec Xo 4p I’amplitude en décibel et X, r une valeur de référence arbitraire.

L’amplitude du signal de sortie en décibel est

S
So.as = 20log <U°f>
re

avec Uy, une valeur (le plus souvent de tension) arbitraire. Comme

_%

G(w) = Eo

il vient que

G(o)E E
So.ap = 20log <(U)f°> =20log <U Of) +20log (G(®))
re re

soit
So.a8 = Eo.ap +20log (G(w)) .



On définit le gain en décibel G, 5(®) tel que

[ Gip(w) =20log (G(w)) ]

soit
S
Gian() = 20108(|1(®)]) = 2010g (3 ) = Son~ Eoan
Exemple

Si on continue 1’étude du circuit RC précédent, le gain en décibel de ce filtre est

1
Gp(®) =20log (G(w)) =20log | ———] =20log1 —20log < 1+ (RCa))2>
1+ (RCw)?

Gug(®) = —10log (1 + (RCa))z) .

Pour les basses fréquences, soit @ — 0, Gyp(®) — —10log(1) = 0, le gain en dB est nul donc

So.aB = Eo,aB-

Pour les hautes fréquences, @ > 1

Gas(@) — —10log ((RCa))z) — —20log (RC®).

I.2. Diagramme de Bode
¥ Définition

Le diagramme de Bode d’un filtre comporte deux courbes

¢ la courbe d’amplitude qui donne le gain en décibel Gyp o du filtre

¢ la courbe de phase qui donne la phase G4p o du filtre.
Les deux courbes sont toutes deux tracées en fonction d’un rapport log (a%) avec .y une pulsation
de référence, ou en fonction de @ mais selon une échelle logarithmique.

I.2.a Courbe en amplitude du diagramme de Bode

Prenons I’exemple du circuit RC, on a vu que le gain en décibel de ce filtre est

Gas(w) = —10log (1 + (RCa))z) .

Ici la pulsation de référence @,y est la pulsation propre du systeme wy = Ric, on peut récrire le gain en décibel

Gas(®) = —10log (1 + (%)2) .

La courbe du gain en décibel est donnée Figure 2. Elle utilise une échelle logarithmique pour 1’axe des abscisse.
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FIGURE 2 - Diagramme de Bode : courbe de gain du filtre RC, réponse en charge.

Pour les basse fréquences, on voit apparaitre une asymptote telle que
GdB(CO) =0.

Pour une pulsation de I’excitation égale a la pulsation propre du systeme, soit @ = @, il vient que

2
(0]
G p(@w) = —10log (1 + <> ) = —10log2 = -3 dB.
ay
Pour les hautes fréquences, on voit apparaitre une asymptote telle que

Gug(®) = —20log <a“)’0)

soit une droite de pente —20 dB : a chaque fois que la pulsation est multipliée par 10, le gain G(®) est divisé
par 10.

I.2.b Courbe en phase du diagramme de Bode

Toujours en se basant sur I’exemple du circuit RC, on a vu que la phase en décibel de ce filtre est
¢(w) = —arctan (RCw) .

En utilisant la pulsation propre du systeme wy = RI—C, on peut récrire la phase de ce filtre telle que

¢(w) = —arctan <aa;> .

La courbe de la phase est donnée Figure 3. Cette figrure utilise une échelle logarithmique pour I’axe des abscisse.
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FIGURE 3 - Diagramme de Bode : courbe de phase du filtre RC, réponse en charge.

Pour les basse fréquences, on voit apparaitre une asymptote telle que

()
®) = —arctan | — | — —arctan(0) = 0.
o(0) arc an< > arctan(0)

Pour une pulsation de I’excitation égale a la pulsation propre du systeéme, soit @ = @y, il vient que
o T
o(w) arcan(wo) arctan (1) 2
Pour les hautes fréquences, on voit apparaitre une asymptote telle que
(w) = —arctan o) N arctan(eo) = 7t
(p - (1)() - 2 °
1.3. Exemple de filtre

En premiere année, nous allons nous restreindre au filtre du premier ordre, c’est-a-dire les filtres qui
impliquent des dérivées par rapport a @ jusqu’a I’ordre 1 au maximum.

I.3.a Filtre passe-bas du premier ordre
¥ Définition
Un filtre passe-bas du premier ordre a une fonction de transfert H(®) telle que

C1+j2

H(o)

avec Hy un nombre réel, et @y la pulsation caractéristique du filtre.

Le gain G (@) pour un filtre passe-bas du premier ordre est donc

Hy
I+jo

Hy

G(w) =
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A basses fréquences, soit @ << ay

o \2
1+(2)
et

Pour o = @y
Hy Hy
G(m) = T ﬁ
1+(%)
et

Gap(mp) = 20log (5%) = 20log (Hy) —2010g(\6> =20log (Hp) — 10log(2)

GdB((U()) = 2010gH0 —3dB.
A hautes fréquences, soit @ > @y

—>H0@—>O
()

2
1+(%)
et
G p(®) =201log (0) — —oo.
Ggp (dB)

20log Hy
20logHy —3

20logHy —20 |

20logHy —40 |

20log Hy — 60
103
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FIGURE 4 - Diagramme de Bode : courbe de gain du filtre passe-bas du premier ordre.

On constate que pour les hautes fréquences, le gain du filtre passe-bas tend vers O : il filtre les hautes
fréquences. Pour les basses fréquences, le gain du filtre passe-bas est constant et vaut Hy : il amplifie d’un facteur
Hyj les excitations avec des fréquences basses. C’est pour cela qu’on le nomme filtre passe-bas.



@ Nota bene

On a vu que pour les hautes fréquences la fonction de transfert H(w) faisait correspondre le signal de
sortie s(¢) a I'intégrale du signal d’entrée a un facteur R% pres. On peut dire qu’une pente de -20 dB sur
un diagramme de Bode correspond a un comportement intégrateur du filtre.

La phase ¢(®) pour un filtre passe-bas du premier ordre est donc

Hy w 0 w
W) =ar - =arg(Hy) —arg( 1+ j— | =arctan| — | —arctan [ —
p(@) g<1+1(f',;) & (Ho) g( on) <H0> (600>

¢(w) = —arctan (a(:) .

A basses fréquences, soit @ << @y
0]
¢(w) = —arctan <w0> — —arctan (0) = 0.

Pour w = ay
® T
®) = —arctan | — | = —arctan (1) = ——.
¢(w) arc an< ) arctan (1) 2

A hautes fréquences, soit @ > @y

(w) = —arctan @ — —arctan ( )——E
(p - y - 2'

o

|
o]

&9
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FIGURE 5 — Diagramme de Bode : courbe de phase du filtre passe-bas du premier ordre.
On constate que pour les basses fréquences, la phase du filtre passe-bas tend vers O : la réponse est en phase

avec I’excitation. Le filtre passe-bas amplifie les excitations de fréquences basses d’un facteur Hy sans introduire
de déphasage.
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¥ Définition
Un filtre passe-bas du premier ordre est un filtre dont la fonction de gain a les propriété suivantes :
® G(0) = Hy avc Hy un réel strictement positif
— H
* Glo) =73
* G(w) tend vers 0 quand @ tend vers Iinfini.

La fonction de gain en décibel a les propriétés suivantes :

* G4p(0) =20log Hy avec Hy un réel strictement positif

> GdB(wO) =20logHy—3 dB

® Gyp(w) tend vers —oo quand o tend vers I’infini ; dans ce domaine le gain en dB suit une asymptote de
—20log % qui correspond a un comportement intégrateur.

La fonction de phase en décibel a les propriétés suivantes :

® ¢(0) =0: les signaux de sortie et d’entrée sont en phase

* p(on) =~

* ¢(w) = —% quand ® tend vers I’infini; le signal de sortie est en retard sur le signal d’entrée, et les
signaux sont en quadrature de phase.

Exemple de filtre passe-bas du premier ordre
On constate que la réponse en charge u¢ du circuit RC série correspond a un filtre passe-bas. On se souvient
que la fonction de transfert d’un tel filtre est

H(w) = —
= 14 jowRC
soit u
0
Ii(w) = )
l+]@

si on identifie Hy = 1 et Wy = %.

On a déja tracé les courbes de gain en décibel et en phase du diagramme de Bode d’un tel filtre.

La réponse en charge du circuit RC est donc bien un filtre passe bas : a partir de la pulsation propre du
filtre, les pulsations plus importantes sont filtrées : atténuées et déphasées.

I.3.b Filtre passe-haut du premier ordre
¥ Définition

Un filtre passe-haut du premier ordre a une fonction de transfert H(®) telle que

_ i

142

H(o)

avec Hy un nombre réel, et @y la pulsation caractéristique du filtre.

Pour les basses fréquences o < @y
~ Hojg
C1+j2

H(w)

0]
—=Hyj—.
()

Le signal de sortie correspond au signal d’entrée a un facteur j% pres : on voit que le signal de sortie est la
dérivée du signal d’entrée a un facteur o pres.



Pour o = wy

Xi
JHo
H(w) = Tr
jo
Pour les hautes fréquences @ > wy
Hojo
H(w)=——5 —Ho
1+J%

Hoj & ‘Hoj@ Hog
@ Jag o
@ I+ (wo)
A basses fréquences, soit @ << ay
Hy %
G(o) = 2

et
Gap(®) — 201log0 — —co.
Pour o = ay
I_IOﬂ Hy
Glan) = ——=2— = L.
o V2
1+ (2)
et

Gap(mp) = 201og (5%) = 20log (Hyp) —2010g(\6> =20log (Hy) — 10log(2)

Gap(mp) =20logHy — 3 dB.
A hautes fréquences, soit @ > @y

et

GdB(w) = 2010gH0.
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FIGURE 6 — Diagramme de Bode : courbe de gain du filtre passe-haut du premier ordre.

On constate que pour les basses fréquences, le gain du filtre passe-bas tend vers O : il filtre les basses
fréquences. Pour les hautes fréquences, le gain du filtre passe-bas est constant et vaut Hy : il amplifie d’un facteur
Hj les excitations avec des fréquences hautes. C’est pour cela qu’on le nomme filtre passe-haut.

@ Nota bene

On a vu que pour les basses fréquences la fonction de transfert H(w) faisait correspondre le signal de
sortie s(7) a la dérivée du signal d’entrée a un facteur % pres. On peut dire qu’une pente de +20 dB sur
un diagramme de Bode correspond a un comportement dérivateur du filtre.

La phase ¢(®) pour un filtre passe-haut du premier ordre est donc

Hojg o o o o
W) =ar - —arg (Hyj— | —arg [ 1+ j— | = arctan | Hy2X | —arctan [ —
¢(o) g<1+Jaa); g( ojwo> g( on> 0% (wo>

o(w) = g — arctan ((?0) .

A basses fréquences, soit @ << @y

o(w)= T _ arctan <aa;)> — g—arctan (0) = g

2
Pour o = oy
(@)= z —arctan o —arctan (1) = T T_r
=3 ) 2 T2 4 %
A hautes fréquences, soit @ > ay
x © T T T
¢(w)= 2 —arctan ((Uo> — 5 —arctan (o) = 575 = 0.
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FIGURE 7 - Diagramme de Bode : courbe de phase du filtre passe-haut du premier ordre.

On constate que pour les hautes fréquences, la phase du filtre passe-bas tend vers O : la réponse est en phase
avec I’excitation. Le filtre passe-haut amplifie les excitations de fréquences hautes d’un facteur Hy sans introduire
de déphasage.

Un filtre passe-haut du premier ordre est un filtre dont la fonction de gain a les propriété suivantes :

° G(0)=0

* Glan) =%

* G(w) tend vers un réel positif Hy quand o tend vers 1’infini.

La fonction de gain en décibel a les propriétés suivantes :

® G4p(0) tend vers —oo quand @ tend vers 0; dans ce domaine le gain en dB suit une asymptote de
+20log <%) qui correspond a un comportement dérivateur

® Gup(my) =20logHy— 3 dB

* Gyp(w) tend vers 20log Hy avec Hy un réel strictement positif.

La fonction de phase en décibel a les propriétés suivantes :

® @(0) = 7 : le signal de sortie est en avance sur le signal d’entrée, et les signaux sont en quadrature de
phase

* o) =17

* ¢(o) =0 quand o tend vers I’infini : les signaux de sortie et d’entrée sont en phase.




Xiv

Exemples de filtre passe-haut du premier ordre
On peut donner deux exemples de filtres passe-haut : la réponse en intensité du circuit RC série, et la tension

aux bornes de la bobine du circuit RL série.

—

—

FIGURE 8 — Schéma des circuits RC et RL série.

Dans le cas de la réponse en intensité du circuit RC série, la fonction de transfert est

R jRCo o Hojen
R+ﬁ 1+ jRCw I+ja

H(o)

en identifiant Hy = 1 et g = %.

Dans le cas de la tension aux bornes de la bobine du circuit RL série, la fonction de transfert est

H(w) Lo jko
R+ jLo 14

Hojo
soit 2

L
R

en identifiant Ho = 1 et @y = &.
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Synthése

Connaissances

® Fonction de transfert harmonique.

® Diagramme de Bode.

® Modeles de filtres passifs d’ordre 1 : passe-bas et passe-haut.

Savoir-faire

® Tracer le diagramme de Bode (amplitude et phase) associé a une fonction de transfert d’ordre 1.

¢ Utiliser les échelles logarithmiques et interpréter les comportements asymptotiques des diagrammes de Bode
en amplitude d’apres I’expression de la fonction de transfert.

® Choisir un modele de filtre en fonction d’un cahier des charges.
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