MP2I 2024-2025 Physique

DS 7 - Thermodynamique et régime sinusoidal forcé

Durée : 2h

Indications

B | e sujet est divisé en 4 parties indépendantes.
B | es calculatrices sont interdites.
B Une absence d'unité non justifiée a la fin d'une application numérique ne comptera aucun point.

® |ndiquer clairement le numéro de la question, aérer la copie et encadrer vos résultats afin de faciliter le travail
du correcteur.

Données
® Constante des gaz parfaits : R =8,314J-K~'-mol~!

®  Coefficient de Laplace de I'air : y= £ =1,40.

cy

1 Etudes de transformations d’un gaz parfait
Concours communs polytechnique TSI (2006)

On étudie différentes transformations de n moles d'un gaz parfait.

On notera P la pression du gaz, V son volume et T sa température.

On notera R la constante des gaz parfaits.

Soit ¢y la capacité calorifique molaire a volume constant du gaz.

Soit cp la capacité calorifique molaire a pression constante du gaz.

Soit ¥ le rapport des capacités calorifiques molaires a pression constante et a volume constant : y= f,—"/’.

1.1 Préambule

1. Donner I'équation d'état du gaz parfait. Préciser, pour chacune des grandeurs utilisées dans cette équation, |'unité
qui lui correspond dans le systeme international.

PV =nRT |

La quantité de matiere n est exprimée en mol.

L'équation d'état d'un gaz parfait est

La pression P est exprimée en pascal Pa.

Le volume V est exprimé en m>.

La constante des gaz parfaits R est exprimée en JK~'mol ™.

La température T est exprimée en K.
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2. Donner la relation de Mayer qui relie les capacités calorifiques molaires cp et cy et la constante des gaz parfaits
R. Déduire de la relation de Mayer et de la définition du coefficient ¥ la relation entre ¢y , R et ¥, d'une part, et
entre cp , R et ¥, d'autre part.

La relation de Mayer dans le cas des capacités calorifiques (ou capacités thermiques) est
Cp—Cy =nR
dans le cas des capacités thermiques molaires, comme
Cp =ncp et Cy =ncy

il vient que
ncp —ncy = nRk

donc

cp—cy =R.

\

Le rapport des capacités calorifiques molaires, ou coefficient de Laplace, est défini tel que

— CP
=
On peut donc exprimer cp en fonction de cy
cp=Ycy.
La relation de Mayer devient alors
Yy —cy = R
donc
R
cy = ——.
v—1

La capacité thermique molaire a pression constante est donc

v
cp=7Yycy = ——.
P 14 7=

3. Rappeler I'expression différentielle de la variation d'énergie interne dU de n moles d'un gaz parfait au cours d'une
transformation quelconque en fonction de la température T.

Pour un gaz parfait, la variation de I'énergie interne dU au cours d'une transformation quelconque est liée a la
variation de température de telle maniére que

dU
Cy = —
T
soit
dU = CydT
donc
[ dU = ncydT.
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1.2 Détente isotherme

On enferme le gaz dans une enceinte diathermane (permettant les échanges thermiques) dont une paroi horizontale

(piston), de masse négligeable, est mobile verticalement sans frottement.

La température 77 du milieu extérieur est constante. L'extérieur se comporte comme un thermostat. A |'état

initial le gaz est caractérisé par une pression Pj, un volume V) et une température T et la paroi est bloquée.

au

——— paroi mobile

milieu extérieur T}
gaz K—— paroi diathermane

On débloque la paroi et on la déplace de maniére quasi-statique jusqu'a une position, telle que le volume V| offert
gaz soit V] =2V , et on la bloque a nouveau.

Déterminer la pression P| du gaz dans I'état final en fonction de P;.

Le gaz étant parfait, on peut utiliser la loi des gaz parfaits
PV =nRT.

Le systeme étant fermé, la quantité de matiére n est constante.

Les parois étant diathermanes et |'extérieur se comportant comme un thermostat, la température du systeme aux
états d'équilibre est égale a celle de I'extérieur donc

=T, =Ty
Il vient que
PV; = nRT; = nRT et Pfo = I’lRTf =nRT
donc
PV; = P;V;.
Or =P, V; =V, Vy =2V, donc
PiVi = Pr2Vy

donc

Déterminer I'expression du travail W; mis en jeu par le gaz au cours de cette transformation en fonction de n, R
et 7.

Le travail des forces de pression est

Ve
W - — Pexth.
La paroi étant mobile et la transformation étant quasi-statiique, la pression P du systeéme est définie a tout instant
et est égale a la pression extérieure, soit

Vi
W=— Pdv
v
soit, en utilisant la loi des gaz parfait
W /V./‘ nRTdV
= v g
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En sortant les constantes (T = Tj = cst)

Vi1l Vy 2V,
W = —nRT —dV =—nRTiIn| = | = —nRT1In| —
n 1/\/. % n 1I1<Vi> n 1I1(V1

W = —nRT;1In2. ]

6. Calculer la variation d’énergie interne AU; du gaz au cours de cette transformation. En déduire le transfert
thermique Q) recu par le gaz en fonction de n, R et T;.

Le gaz étant parfait la variation d'énergie interne est

[ AU = CyAT = 0. ]

D’apres le premier principe de la thermodynamique
AU =Q0+W

donc
0=0+W soit o=-Ww

donc

O = nRT; In2.

Au cours de la détente le gaz perd de I|'énergie sous forme de travail mécanique W < 0, pour maintenir sa
température a la valeur de la température du milieu extérieur, il doit recevoir de I'énergie sous forme de chaleur
0>0.

2 Transformations polytropiques

Une transformation polytropique est une transformation quasistatique vérifiant PV¥ constante.

7. Calculer le travail des forces de pression pour un gaz parfait subissant une transformation polytropique entre
(Po,Vo,To) et (P1,V1,T1) en fonction des pressions et volumes ainsi que de k.

Le travail élémentaire des forces de pression est
OW = —P,,dV

en considérant que le systéme a une paroi déformable et que la transformation est quasi-statique, la pression
extérieur est égale a la pression du systéme soit P,y; = P, ainsi

oW = —Pdv.
Comme la transformation est polytropique, il vient que
Pvk=cst  donc  PVE=PRV}

donc

en intégrant
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car Py et Vj sont des constantes. Ainsi

P T I
W =-RV, {— — ]
k—1Vk1 Vo
W_%W 1 1
k*l V1k71 Vé{fl
wo | RV RV
- k_l V]k*l V(;Cfl
et comme Pon‘ :PIVlk = cst il vient que
wo pvk  pvf
- k_l Vlk_l V(;(—l
W= ! (P\VI — Ry)Vp)
= ik

8. On note y= %’; qui est une constante pour un gaz parfait. Trouver une expression du transfert thermique au
cours de la transformation précédente de la forme C(Ty — Tp) ou C est une constante.

On applique le premier principe de la thermodynamique
AU =Q+W
soit
Q=AU -W.
Pour un gaz parfait
AU =Cy (T — Ty)
donc

0=Cy (T —Ty) — (PVI —PyVWp).

1
k—1
En appliquant la loi des gaz parfait il vient que

PyVy = nRT et PVi =nRT;

comme la quantité de matiére n se conserve au cours de la transformation

PoV, PV T
nR=—2=""1 " it PV,=RVi—
To T Ty
donc
0=Cy(Ti—Tp) L (rwl _py
=G =1o) == OOT() Vo
1 PV
=Cy (T - T)) — —— —2 (T} - T,
Q=Cyv (T —To) k—lTO(l 0)
nR
Q=Cv(Ti—T) 1 — (i —T)
nR
=|Cy— T —T
0 (v k_])(l 0)
D’apres la relation de Mayer pourun gaz parfait
CP—Cv:nR
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de plus on introduit le coefficient de Laplace y= g—";, ainsi
’}’CV — Cv =nR
donc R
Cy=——.
y—1

En remplacant dans I'expression du transfert thermique

Q:(yriel_iﬂ)(n_m
_ nR(k—1—-y+1)
A=
_ _nR(k—7)
=G n
Ainsi
_ _nR(k=7)
TN

9. Donner une interprétation physique de C.

Les coefficients k et y étant sans dimension, on constate que C a la méme dimension que nR soit la méme
dimension qu'une capacité thermique.

10. Etudier en les interprétant physiquement les cas suivants : k=7, k=0, k > o et k= 1.

B Pour k =y il vient que
nR(k—7)
C=——"—""==0
(y=1)(k—1)

donc Q =C(Ty — Tp) = 0. Il s’agit d’une transformation adiabatique.

® Pour k=0l vient que

Cp
nR(k—}/) nR’)/ Cy Cp CP
nR =nR— =Cp.
(y=1)k-1) (y—1) g—‘f—% Cp—Cy nR r

On reconnat la capacité thermique a pression constante, donc la transformation s’effectue a pression constante,
elle est donc isobare, pour k= 0.

Si on étudie la relation polytropique
PVF = cst soit PV? = cst soit P=cst

ce qui confirme qu’on a bien affaire a une transformation isobare.

B Pour k — oo il vient que

Co nR (k—7) R nRk  nR  nR  nRCy  nRCy
S =Dk=D) =Dk (y=1) -2 -G R

Cy.

On reconnait la capacité thermique a volume constant, donc la transformation s'effectue a volume constant,
elle est donc isochore, pour k — oo.

Si on étudie la relation polytropique
PVF = cst soit PRV = cst soit pour k — oo V =cst

ce qui confirme qu’on a bien affaire 3 une transformation isochore.
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® Pour k=1l vient que
nR(k—7)
(y=1)(k=1)
or une capacité thermique est inversement proportionnelle a la variation de température, donc ici, la variation

de température est nulle : la transformation est isotherme. Un systéme avec une capacité thermique
infinie est un systéme qui peut absorber n’importe quelle variation d’énergie sans faire varier sa

température.
Si on étudie la relation polytropique

PV =cst
or pour un gaz parfait PV =nRT donc

T =cst

ce qui confirme qu’on a bien affaire a une transformation isotherme.

3 Etude d’une résonance

Soit le circuit suivant, ol e(f) est une tension sinusoidale de pulsation @. On étudie I'intensité parcourant le
générateur.

1D

Figure 1. Schéma du circuit électrique

11. Exprimer I'impédance complexe du circuit.

L'impédance complexe du circuit Z,, est
1

Zeg= T, 1T
Zc 2

avec Z; l'impédance équivalente de la branche contenant la bobine et le résistor
Z, =R+ jLo.
Ainsi
1 R+ jLw
Zeg = I T 1-LCw’+ jRCw’

12. On pose @y = \/% 0= LT“’O et x = % Donner I'expression de I'impédance en fonction de x, Q et R.
Il vient que
, __ R+jlo R(1+jf0)
=4 1 _LCw?+ jRCw 0\’ | p/OVIC
- (&) +iRGEe

R(1+iky/EvICo)  R(1+j02)

Z —_ =
(o) yito 1 (e)4ilo
o) T/ow w) TIow
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1+ ,j0x
1—x2+jéx'

Zeq

13. Etablir I'existence d'un extremum du module de I'impédance pour certaines valeurs de Q qu'on précisera (on
pourra effectuer le changement de variable u = x?).

Etudions le module de I'impédance, soit

2., =R |1+ jOx| R V 1+ 022 _r 1+ 02x2
Zeq - - — 2 .
’1—x2+jéx‘ (1= + 25 (1—=22)"+ o2

Etudions la variation de I'argument de la racine en fonction de x, soit

( ) 1+Q2x2
gx) = ——5F——.
(l—xz)z—i—éx2

On pose u = x% et on étudie les variations de g(x) par rapport 3 u
p g\x) p pp

1+ Q%u
(l—u)z—i—éu

g(u) =

dg(u) 0’ ((1 —u)’+ éu) — (1+Q%u) (—2(1 —u)+ é)
(0w geu)” |

du
Le dénominateur étant toujours positif, il faut étudier les conditions sur u pour que le numérateur s’annule soit,

1 1
du)=0° <(1 —u)2+Q2u) —(1+0%) <—2(1 —u)—|—Q2> =0
g (u) :Q2—2Q2u+Q2u2+u—|—2—2u—é—FZQzu—ZQzuz—u:O

g(u) :Q2"‘2_2Q2’42—2Q2u+u—2u+2Q2u—u—|—Q2—|—2_é =0
g (u)=—Q% —2u+ <2+Q2_ Q12) —0.

Le discriminant de cette équation du deuxiéme ordre est

A=4+40° (2+Q2—Q]2> =4+80* +40* —4=40%(2+0?)

et les solutions sont

24201240 FOV2+0%* -1
I/l+’_ = 72Q2 = Q2 .

2

Comme u doit étre positif car u = x°, seule la solution u, est acceptable

O0V2+0%* -1
==

U+
mais elle nécessite une condition sur Q, en effet le terme 0+/2+ Q2 — 1 doit &tre positif donc

0V2+02>1  soit  Q*+20°—1>0.
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14.

15.

Le déterminant de cette nouvelle équation du deuxieme ordre pour Q est

A=4+4=28
donc I'équation précédente s'annule pour
—242v2
0, = % ——1+V2.
L'équation est-elle négative entre Q_ = —1 — V2 <0 et entre 0,=-1 ++/2>07? Pour le vérifier, prenons Q =0,

dans ce cas il vient que

0*+20*—1=-1<0
donc I'équation est positive pour Q < Q_ = —1 —+/2, négative entre Q_ et O, = —14/2, et positive pour
0>0+.
Nous voulons Q > 0 et une valeur d’équation positive, la condition est donc Q > 1++/2, pour que I'impédance
ait un extremum.
Donner I'expression de la pulsation correspondant a I'extremum.

On a montré que I'extremum de 'impédance était atteint pour

+ = Q2
soit
1 1
X = *\/2+Q2—72 =
0 0
soit

En étudiant les limites du module de I'impédance, en déduire qu'il s'agit d'un maximum.

Etudions le module de I'impédance

14+ Q%2
’Zeq’:R 2\2 1 .2°
(1—x2) + X

2~k |t fE -

2
L RV = ROV

QZ

Pour o < @y, soit x < 1, il vient que

Pour @ = wy, soit x =1, il vient que

|Z,,| =R

Zeq

avec 0 > 1 ++/2, donc RO+\/1+ 02 >R.
Pour @ > @y, soit x> 1, il vient que

2.2 2
| q|“‘ Qxl 2NR\/Q); =R wao
+Q2x x?

On constate que lorsque @ augmente le module de I'impédance voit sa valeur varier de R 3 RQ+/1+ 0% > R puis
vers 0 : le module de I'impédance est croissant puis décroissant, il y a bien passage par un maximum.
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16. Décrire I'intensité du courant parcourant le générateur.

D’aprés la loi d’'Ohm I'intensité du courant est telle que

e="Z,l
donc
. €
i=—.
Zeg
En module il vient que
Ey
=
1Ze,|

donc le module de I'intensité évolue de maniére opposée au module de I'impédance : lorsque @ augmente, I
diminue jusqu'a un minimum puis est de nouveau croissant : il y a antirésonance pour I'intensité parcourant
le générateur.

17. Dans le cas ou le facteur de qualité Q est grand, donner les expressions approchées de la pulsation de résonance
en impédance et de la valeur correspondante du maximum de |Z|.

On a montré que

2 1
pour Q > 1 il vient que
1
o~ 0y \ﬁ—@
W~ .

On a montré plus tét que pour @ = @y il vient que

|Zeg| = ROV1+ 0

| 1zd=re |

donc pour Q> 1

4 Probleme ouvert

Lors d'une expérience, on met en contact un bloc de métal de masse 1,0kg avec un systéme de chauffage
électrique. Lors d’une premiére expérience, on chauffe le bloc pendant 10 minutes. La puissance recue par le bloc
est constante. La température initiale du bloc est de 22 °C et la température finale est de 40°C. On répéte le méme
protocole expérimental, mais pendant 15 minutes avec une température initiale de 19 °C.

Quelle est la température finale du bloc de métal ?

On a affaire a une transformation monobare d'une phase condensée indilatable et incompressible. On peut
appliquer le premier principe de la thermodynamique impliquant I'enthalpie, soit

AH = Q+ Wiy

avec Wy;r le travail des forces différentes des forces de pression. Ici il n'y a aucune forces différentes des forces de
pression, donc
AH = Q.

Le transfert thermique Q provient seulement de la puissance &2 constante fournie telle que

0= PNt
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avec At, la durée du transfert thermique.
De plus, ayant affaire a une phase condensée indilatable et incompressible, nous savons que la varaition d’enthalpie

du systeme est telle que
AH = CpAT.

Ainsi a chaque transformation la relation suivante est respectée

CpAT = P At
ou
G A
P AT’

La capacité thermique a pression constante étant considérée constante, et la puissance transmise étant constante, on
voit que pour n'importe quelle transformation le rapport variation de température sur durée est aussi constant, donc

Aty . A
AT, AT
avec l'indice 1 correspondant a la transformation 1, et I'indice 2 a la transformation 2.

Nous recherchons la température finale de la transformation 2, donc

Aty A

ATy T,—Ty

AT,
Tr=T,+Atp—.
Vi it 2At1

A.N.

40°C —-22°C
Ty = 19°C+15min———— =46°C.
10min

FIN DU SUJET
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