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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définir ce qu’est une fonction convexe et montrer :
1. Distributivité du et sur le ou.

2. Négation de I'implication.

3. Principe de la contraposée.

1. Préciser 'ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité des fonctions sui-
vantes puis calculer les fonctions dérivées si elles existent :

(a) h:xr—>ln(|x|)+ln< i)

o oany Jein(L) sano

0 siz=0
1
© n a:2sin<—) siz#0
c) w:zx z
0 sizx=0

2. Soit f une fonction dérivable sur R. Montrer que si f est impaire alors f’ est paire.

P
1. On admet que (n + 1)? = Z <Z n* pour tout couple d’entiers naturels (p,n).
k=0
Expliciter en particulier (n + 1)* et (n + 1)°.

5 n4 3

2. En déduire que, pour tout entier naturel n, 5 + 5 + 3 35 est un entier.
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[lustrer, sans justification, les ensembles ANB , AU B, A\B et AAB avec A et B deux
parties non disjointes de £ un ensemble non vide et montrer que, si n € Z tel que n?

soit pair alors n est pair et en déduire que v/2 € Q.

1. Nier les propositions suivantes :
(a) Ve e R: ,In e N, |z,| <e.

(b) Ve e R,z > 1=1In(z) > 0.
(c) Ve e RY, Ja e R:, V(z,y) €eR? (Jz —y| < a=|f(z) — f(y)] <e).

2. Soit f une fonction dérivable sur R. Montrer que si f est 3-périodique alors f’ est

3-périodique.

1. Soit (ty),cy la suite définie par :

up=0,u;1 =4 etVneN, upio=2u,11 + 3u,

Montrer que : Vn € N, u,, = 3" + (—1)"*.

2. Montrer que :
n 6 5 3

+ 3n° — 5n° + 3n

v N*§ )RS = (1)t .

k=1
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Citer 'inégalité des pentes et faire un dessin illustrant cette inégalité et démontrer le
principe de succession et le principe de la récurrence double.

Résoudre les inéquations suivantes (x est I'inconnue, m est un parameétre) :

r—1< Ve +2; V2r+m >z + 1.
z2 8
1. Montrer que, pour tout réel z, on a : exp(z) > 1+ x + 5 + o

2. Montrer que, pour tout réel z de 0, 1], on a :

xz(l - x)lfx >

N | —
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Expliquer la notion de contraposée et démonter une CNS pour que C, courbe repré-
sentative d’une fonction numérique f définie sur Dy C R, soit symétrique par rapport a
Porigine... puis généraliser!

1. Préciser 'ensemble de définition, de continuité et de dérivabilité des fonctions sui-
vantes puis calculer les fonctions dérivées si elles existent :

(a) h:xl—>ln(|x|)+1n( ;)

. (1 :
(b) g: s xsm(;) six #0

0 sizx=0
1
© N x2sin<—> siz#0
c) w:zx z
0 sizx=0

2. Soit f une fonction dérivable sur R. Montrer que si f est impaire alors f’ est paire.

P
1. On admet que (n + 1)P = Z <Z n¥ pour tout couple d’entiers naturels (p,n).
k=0
Expliciter en particulier (n + 1)* et (n + 1)°.

5 n4 3

2. En déduire que, pour tout entier naturel n, = + 5 + 3 30 est un entier.
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Définir ce qu’est une fonction paire/impaire/périodique puis citer les croissances compa-
rées de maniére générale mais ne les démontrer que pour les puissances valant 1.

1. Nier les propositions suivantes :
(a) Ve e R* ,In e N |z,| <e.

(b) Vx e R,z > 1=1In(z) > 0.
(c) Ve e RY, Ja e R, V(z,y) €eR? (Jz —y| < a=|f(z) — f(y)] <e).

2. Soit f une fonction dérivable sur R. Montrer que si f est 3-périodique alors f est

3-périodique.

1. Soit (uy),cy la suite définie par :

up=0,u;1 =4 etVneN, upio=2u,41 + 3u,

Montrer que : Vn € N, u, = 3" + (—1)"*1.

2. Montrer que :
- nb 4+ 3n® — 5n3 + 3n
Vn e N*, ) (-1)F %S = (-1 .
k=1 2
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Donner I'inégalité de Jensen puis montrer que f, fonction numérique f définie sur un
intervalle I de réels non réduit a un point, est convexe si et seulement pour tout a € I, la
f(@) — f(a)

T —a
comme CNS pour les fonctions convexes dérivables puis dérivables deux fois et citer, sans
preuve, l'inégalité des pentes.

fonction 7, : x — est croissante. Dire, sans preuve, ce que cela va entrainer

Résoudre les inéquations suivantes (x est I'inconnue, m est un parameétre) :

r—1< Ve +2; V2r+m >z + 1.

2 1‘3

x
1. Montrer que, pour tout réel x, on a : exp(z) > 1+ z + 5 + 5

2. Montrer que, pour tout réel z de 0, 1], on a :

LEz(l . x)lfz 2

| —



