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EXERCICE 5 analyse

Enoncé exercice 5

1. On considére la série de terme général u,, = —————5 o n > 2 et a € R.

n (lnn)
(a) Cas a0

En utilisant une minoration trés simple de u,,, démontrer que la série diverge.

(b) Cas a >0
Etudier la nature de la série. )
Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(z) = Pz
r(lnz)«

et

(In(n? + n))2

2. Déterminer la nature de la série Z
n>2
Corrigé exercice 5

1.(a) Casa <0
Vn>3,Inn>1donc (Inn)* < 1.

s |-

On en déduit que : Vn > 3, u, >
1
Or — di .
Z — diverge
n>2

Donc , par critére de minoration pour les séries & termes positifs, on en déduit que E uy, diverge.

n>2
(b) Cas >0

Soit n > 3. )
La fonction f: z — (Inz)° est continue par morceaux, décroissante et positive sur [2, +o00[ donc

z(lnz

k

k—1

done 3 f(k) < 3 / fa)de <3 flk—1)
k=3 k=3’ k-1 k=3
n—1

Cest-a-dire, »  f(k) < [ f(z)dx < i f(k)
k=3 2 k=

étant positive, on peut donc écrire dans 0, +oc| 'inégalité
g

—+o00 +00 +o0
S Fh) < / fa)da <3 f(k)
k=3 2 k=2

de sorte que la série et l’intégrale sont simultanément finies,
“+o0

autrement dit, Z f(n) et / f(x)dx sont de méme nature.
2

n>2

—+oo +oo dt +oo
Puisque / flz)dz = / a0 On peut affirmer que : / fl@)de < o0 <= a > 1.
2 1 2

t=Ilnz /i, 9

On en déduit que : Z f(n) converge <= a > 1.

n>2
1 n
(e — (1 + ) ) en
n

(In(n2 +n))*

2. On pose, pour tout entier naturel n > 2, u,, =
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Au voisinage de +oo,

e — (1 + 1) =e — enln(1+717) =e — en(%im%?jq)(n%)) =e — el_ﬁ+o(%) = i + o0 (1> .
n

1 n
On en déduit qu’au voisinage de +00, e — (1 + ) ~ i.
n +o00 2n
1 1 1
De plus, au voisinage de +oo, In (n2 + n) =2Inn+In (1 + ) =2lnn+—+o ()
n n n

Donc In (n2 + n) +rv 2Inn.

1
Et comme en ~ 1, on en déduit que u, ~ S —_—
+oo +0 8 n(lnn)
1
Or, d’aprés 1.(b), converge.
(b) Z n (Inn)®

n>=2

Donc, par critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, E U, converge.
n>2
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EXERCICE 6 analyse

Enoncé exercice 6

Soit (un), ey une suite de réels strictement positifs et [ un réel positif strictement inférieur a 1.

1. Démontrer que si lim Yntl _

=1, alors la série g U, converge.
n—-+oo Uy,

. . , " .. . Un+1
Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim
n—-+oo Up,

= [, puis majorer, pour n assez grand, u,

par le terme général d’une suite géométrique.

n!
- ?
2. Quelle est la nature de la série E ol
n=1

Corrigé exercice 6

1. Par hypothése : Ve >0, 3N € N/Vn > N, |u2+1 =l <e. (1)
1-1 "

Prenons e = ——.

Fixons un entier N vérifiant (1).
1—
AlorsVneN, n> N = | Untl -1 <
Un,

2
. 141
Et donc, ¥n > N, 22+ %

Un,

141
On pose q = % On a donc ¢ € ]0,1].
On a alors Vi > N, up11 < quy,.
On en déduit, par récurrence, que Vn > N, u, < ¢ Nuy.

Or Z " Nuy =ung™V Z q" et Z q" converge car q € ]0,1].
n=>N n>N n>N
Donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, Z U, converge.

!
2. On pose:VnEN*,unzi.
nn
In( 1)
n —nln(l1+—
VnEN*,un>OetVn€N*,u+1* n” =e n’.
Up n+ 1)
1 . n+1 —1
Or —nln(l+ —) ~ —1donc lim =e <1
n’ +oo n—+o0o Uy

Donc, d’aprés 1., la série E Uy, converge.

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 14


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 24/01/2025

EXERCICE 7 analyse

Enoncé exercice 7

L. Soit (un), ey €t (vn) deux suites réelles telles que (v, )nen est non nulle & partir d’un certain rang .

neN
(a) Prouver que si u, ~ v, alors u, et v, sont de méme signe a partir d’un certain rang.
+oo

(b) Dans cette question, on suppose que (vy,) est positive.
Prouver que : u, +~;O vy, — ZU" et ZU” sont de méme nature.

1
((-=1)™ +1)sin () Inn
2. Etudier la convergence de la série Z n

" (\/n+3— 1)

Remarque 1 : i désigne le nombre complexe de carré égal a —1.

Corrigé exercice 7

1. Soit (un),cy €t (vn), oy deux suites réelles telles que (v, )nen est non nulle & partir d'un certain rang .

(a) Par hypotheése, 3Ny e N/Vn € Nyn > Ng = v, #0.

Ainsi la suite | — | est définie & partir du rang Nj.
Un
. n
De plus, comme u,, ~ v,,ona lim — =1.
400 n——+oo Un
Un

Alors, Ve >0,IN e N/N > NyetVneNn> N = —l‘ge. (1)

Un

Prenons € = 3 Fixons un entier N vérifiant (1).

1
Ainsi, Vne Nyn > N = u"l‘g.
Up, 2
, <1 1 u, 1 %
Cest—a—d1re,Vn€N,n>Nﬁ—§<——1<§. *)
Un

1
On en déduit que Vn € Nyn > N = Un > 5
Un
Et done, Vn e Nyn > N — 2% 0.
(Y

Ce qui implique que u,, et v, sgnt de méme signe a partir du rang N.

(b) On suppose que (vy,) est positive.
En reprenant les mémes notations que dans 1.(a) : 3Ny € N/Vn € Nyn > Ng = v, #0.
Donc Vn e Nyn > Ng = v, > 0.

De plus, on a prouvé, dans 1.(a), que :
1 n 1
EINGN/N>NOetVn€N,n>N:>f§<u—71<§.
Un

*)

Up

On en a déduit dans 1.(a) que : Vn € Nyn > N = > 0.

v
Or,VneNn>N— v, >0. "

Donc on a aussi: Vn e Nyn > N = u, > 0.

1 n 3
D’aprés (*),VneN,n > N = 3 < In <= (Y
Up

Premier cas : Si Zvn converge
D’aprés (**), Vn > N, u, < gvn.
Donc, par critére de majoration des séries & termes positifs, Z U, converge.
Deuxiéme cas : Si Z vy, diverge

1
D’apres (**), Vn > N, 3Un < Up-

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 15


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 24/01/2025

Donc, par critére de minoration des séries a termes positifs, > u,, diverge.

Par symeétrie de la relation d’équivalence, on obtient le résultat.
1
((=1)™ 4+ 1) lnnsin ()
n
(\/n +3 - 1) '

2. OnposeVn > 2, u, =

1
V2Innsin(—)
n
Up| = —F——"%.
e (Vn+3-1)
21
De plus |u,| ~ \[;n =,
+o0o n2
5 21
On a niv, = Llnn, donc lim ngvn = 0. On en déduit que E v, converge.
ni n——+oo

D’aprés 1., E |un| converge.
n>2

Donc E u, converge absolument.
n>2

De plus, la suite (uy)n>2 est & valeurs dans C, donc E Uy, converge.
n=2
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Posons vn, = n(un — Un41). On peut écrire

T
(k—1Dup = Z U — Mgy 1
k=1 k=1 k=2 k=1



Si la série ¥ uy, converge alors puisque

i n + oo
D <) w<) un
k=1 k=1 n=1

la série Y v, converge car A termes positifs et aux sommes partielles majorées
Inversement, supposons la convergence de Y vy,.
Puisque la suite (u,,) est de limite nulle, on peut écrire

+oo +oo

ﬂk
0< ity = Z (up —ugs1) = ? n-l—l Z Uk
k=n+1 k=nt k=n+1

et done (n + 1)un,41 — 0. La relation

T n
Zuk — Z Uk + (4 1)tpy1 — Unt
k=1

k=1

donne alors la convergence de ¥ u,, ainsi que I'égalité des sommes des séries.



. ey et
La convergence de % s'obtient entre autre par le critére d’Alembert puisque
k=0

P |
a E4+1 kst

‘lf{ﬂi:+1)! SR

1/k!

On peut alors majorer le reste de la série en prenant appui sur une somme
géometrique

Z L . 8, % 43 S
_ﬂ+1k"“ n+l  (n4+1)2 T nln+ll-1/n+1  nn

Notons que raisonner par récurrence ne marche pas.



a) Puisque

.‘-3||—~

on peut affirmer que 'ensemble

P 1 .
{PEN-*Z; 2
n=1

est une partie non vide de M. Celle admet donc un plus petit élément, noté &;.
b) Par définition de ®;, on a

:.r'az%
n=1

Or, par comparaison avec une intégrale

1 ®i dt

On en deduit &; = e/~ puis $; —— 4o0.
Jj—++oo

c) Par définition de @;, on a

e 1
SRR B
n=1 na n=1 -
Or, sachant que ®; —+ 400, on a
IT-'_} 1 ¢.? 1
; —=In®; +7+o(1) et nz_ﬁ = In(®; — 1) + 7 + o(1)
Par suite
In(®; —1)+v+o(l)<js<Ind; +v4+0(1)
Or
In(#; — 1) =Ind; +o(1)
done
j=In®; +v+o(l)
puis

b, = e —T+o(l)



i 1.4 5 gl i i
—— — rv — donc la série de terme général —— est absolument convergente. Par
EvE B g FEivE g

suite (S,) converge

+oo 1 +oo 1
C == Sﬂ = Z —_— Z
a9 B
k=n+1 k= + VI{E k=n+1 k
car . f‘g est une série 4 termes positifs convergente.
k=1
A0 % 1
Par comparaison série intégrale 3 57 ~ — et on peut conclure comme
k=n+1

ANnoncee,



a) Ona
- ik tI_CFn
In=Im ch =lm(:m)

2

% 1—1::‘|

donc
1-—¢&"
1-¢

|Zal [

et 1a suite (Eg)npq est effectivement bornée.

b) Ona
L n —1
E}— Er_1 Tk
Sp=y Ryt Z—
fem1 2 k k=l k+ 1
donc

n
T Tn
S = E —_— —
t—ik{k-"n n+l

Or ;Eﬁ —+ 0 car (En) est bornée et R%h =0 (fg} est le terme genéral d'une

série absolument convergente. On peut done conclure que (Sn) comverge.



Posons vy = nfuy, — g 1), On pent écrire

n4l

Zﬂk_ka E{k—jjﬂl—zuk—ﬂﬂn-.i

=1 k=2



5i la serie 3 uy, converge alors puisque
foom
Zﬂk = Z up % Eﬂn
k=1 M1

la série ¥ vy converge car & termes positifs ot aux sommes partielles majorées.
Inversement, supposons la convergence de 3 vy,
Puisque la suite (uy,) est de limite nulle, on peut éerire

4o 4=
0L tngr= 3, (We—upy)= 3. E‘é—l E Ty
bentl Pa—rl L

et done (n + 1)uny1 —+ 0. La relation

™ n
M= wpt(nt Dugyg —
=1 k=1

donne alors la convergence de ¥ uy, ainsi que Pégalité des sommes des séries.



Posons

1 1
.Hn= 1+§+"'+;=|nﬂ+"r‘+n{l]

On observe

un = 2Hn — Hyz = 2(lun+ 7+ o(1)) —Inn’) =y +o{1) = 7



GA) ; 1
nin+1)(n+2) n?

donc la série converge
Par décomposition en éléments simples
1 1/2 1 1/
n(n+1)(n+2) n '

puis aprés télescopage

Q2)

On a

+oo

ey B
£~ n(n+1)(n+2) 4

1 1
B(k+1)2 " K
done la série converge.

Par décomposition en éléments simples

1 1 1 2 2

R B GrD R+l

k

done



2N +1
b m(1+ ) Zln{ﬂk+1)—1n{°k+1)—

n=2 k=1
et
2N (1) IN+1 _qyn
In{14 """ In{1 1 0
T; n( - - ) Z i ( - —_ ) +o(l) =
donc

+oo : "L
Zln (1 - (=1 ) =0
n=2 B



L 4

i
Z]n( ) Z(mrn—1;+1n(n+1)—zmn}

=2

Ona

donc

N N

N 1
Y In (1 - ﬁ) =Y (n(n—1)—Inn)+ > (In(n+1) - Ilnn)
=2

n=2 n=2

Aprés télescopage

N
N+1
2111(1—§) In———In2 - —In2

On en deéduit que la série converge et

o0 1
Z In (1— —2) =_—_In2
n=2 B



Par comparaison série integral,

Z In®k ~ n(lnn)?
k=2
done
n" 1

3 I’k n-—*(lnn)
k=2

Par référence aux séries de Bertrand, % u,, converge si, et seulement si, a < 0.

thy



