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EXERCICE 8 analyse

Enoncé exercice 8
1. Soit (un), ey une suite décroissante positive de limite nulle.

(a) Démontrer que la série Z (=1)" uy, est convergente.
n
Indication : on pourra considérer (S2,),cy €t (S2n41),cy avec S, = z (fl)k U
k=0

(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z (=1)" ug.
(_1)” e—nw

2. Onpose:VneN" VzeR, f,(z) =
n

(a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z fn-
n>1

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0, +-cc[ de la série de fonctions Z fn-
n=1

Corrigé exercice 8

1. (a) Sapnt2 — Son = Uont2 — Uznt1 < 0, done (Sa, )nen est décroissante.
De méme So, 13 — Sapt1 = 0, donc (Say,4+1)nen est croissante.
De plus So,, — Sop+1 = Uapt1 €t m  ugpy1 =0, done lim (S2, — Sant1) = 0.
n—-+o0o n—-+4oo
On en déduit que les suites (Sop)nen et (S2n+1)nen sont adjacentes. Donc elles convergent et ce vers
une méme limite.
Comme (S2p,)nen €t (S2n+1)nen recouvrent Pensemble des termes de la suite (Sy,)nen, on en déduit que
la suite (Sp)nen converge aussi vers cette limite.
Ce qui signifie que la série Z (=1)*uy, converge.

+oo
(b) Le reste R,, = Z (=1)*uy, verifie Vn € N, |R,| < tni1.
k=n-+1
—1 n _—nx
2. Onpose:Vor eR,VneN*, f,(z)= L.
n
—nxT
On a alors Vn € N*, f,,(z) = (—=1)"u,(x) avec u,(x) = c -

(a) Soit z € R.

Siz <0,alors lim |f,(z)] =400, donc Z fn(x) diverge grossiérement.
n——+00 et

Siz >0, alors (un(x))nen est positive, décroissante et lim  w,(x) = 0.
n—-+oo

Donc d’aprés 1.(a), > fn(x) converge.
n=1

Donc Z fn converge simplement sur [0, +00[.
n>1

Remarque : pour z > 0, on a aussi convergence absolue de > f,(z).
n>1

1
En effet, pour tout réel > 0, n?|f,(z)| = ne™™* — 0 donc, au voisinage de +oo, |f.(z)| = o (2)
n—-+oo n

—+oo
(b) Comme Z fn converge simplement sur [0, +o0o[, on peut poser ¥V z € [0, 400, R,(z) = Z fr(x).
n>1 k=n+1

Alors, comme, V2 € [0, +00[, (un(x))nen est positive, décroissante et 1irJIrl tun(x) = 0, on en déduit,
n—-+oo

d’apreés 1.(b), que :
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. 0 R e—(n+1)z
g R
2 € [0, +oof, [Ru(2) € —— 1
Et donc Vz € [0, +o0], |Rn(z)| < R (majoration indépendante de z)
1
D < —.
onc ||Rnl|so o

Et comme lim

S o= 0, alors (R,,) converge uniformément vers 0 sur [0, +o0[.

C’est-a-dire Z fn converge uniformément sur [0, +oo].
n>1
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EXERCICE 9 analyse

Enoncé exercice 9

1. Soit X un ensemble, (g,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,,) vers la fonction g.

n+2 —na?
2. On pose fp(z) = el cos (y/nz).
(
(

a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,).

b) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, +o0o[?

(¢) Soit a > 0. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, +-o00[?
(d) La suite de fonctions (fy) converge-t-elle uniformément sur |0, +-o0o[ ?

Corrigé exercice 9

Pour toute fonction f : X — C bornée on pose : || f||oc,x = sup[f(t)]
teX

1. Soit g, : X — Cetg: X — C.
Dire que (gp,) converge uniformément vers g sur X signifie que :

Ve>0,INeN/NneNn>2N=VzeX g, (x)—gx)| <e.

Ou encore :
(gn) converge uniformément vers g sur X <= Ing € N/Vn > ng, g, — g est bornée sur X et

lim ||gn — gl|lco,x = 0.

n—-+oo
n+2

2. (a) On pose pour tout =z € R, f,(x) = n 16””2 cos (y/nx).
n
Soit z € R.
n-+2

Siz =0, alors f,(0) = |
Siz # 0, alors nll)I_I‘_loo fa(x) =0.

Bu offet, | fu()| e |eos (yiir) | et 0 < o= cos (Viar) | < e — 0.
oo

n—-+o0o

, donc nE)I—&I-loo fn(0) = 1.

On en déduit que (f,) converge simplement sur R vers la fonction f définie par :

0 si xz#0
f(a:)—{ 1 st z=0
(b) Pour tout n € N, f,, est continue sur [0, +oo[ et f non continue en 0 donc (f,) ne converge pas
uniformément vers f sur [0, +o0].

(¢) Soit a > 0.
n+2

On a: Ve la,+ool, [fu(z) — f(z)] = |fulz)] < Y 16_"“2 (majoration indépendante de ).
n + 2 2
D n - oo, [a,+o0 g —e "
onCHf fH Ja,+ [2 n+1e )
Par ailleurs, lim ie—m2 =0 (car n+ e—na’ e—na2)_
n—+oo n + 1 n—+1 +oo

Donc (f,,) converge uniformément vers f sur [a, 4+00].

(d) On remarque que pour tout n € N, f,, est bornée sur ]0, +oo[ car pour tout x € |0, +o00],
n+2

|fn($)| < m <2
D’autre part, f est bornée sur |0, +oo|, donc, pour tout n € N, |[f,, — f]]s,j0,4-00[ €Xiste.
1 1 (n+2)etcosl ) 1 1
—) (=)= 1 —)—f(—=)| =etcosl .
O a (=) = F(72)| = P2 done lim () — f()] = e eos £0
1 1
Or ||fn - f]]oo,]o,—&-oo[ = |fn(7) - f(7)|7 donc ||fn - fHoo,]O,—&-oo[ H 0.

\/ﬁ \/ﬁ n——+00

Donc (f,) ne converge pas uniformément vers f sur |0, o0l
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EXERCICE 11 analyse

Enoncé exercice 11

1. Soit X une partie de R, (f,) une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une fonction
I
On suppose qu’il existe une suite (x,,)
pas vers 0.

nen d’éléments de X telle que la suite (fn(7n) — f (24)), cy ne tende

Démontrer que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément vers f sur X.

2. Pour tout =z € R, on pose f,(z) = %
n2zx

(a) Etudier la convergence simple de la suite (f,,).
(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,) sur [a,+oo[ (avec a > 0), puis sur |0, +ocol.

Corrigé exercice 11

1. Par contraposée :
si (fy) converge uniformément vers f alors :

il existe un entier N tel que Vn > N, ||fn — f|l,. = sup |fn(x) — f(2)| existe et lilf | fn — flloo = 0.
reX n—-+0o0
Or,YneN,z, e XdoncVneN,n>N= |fu(zy) — f(@n)] <|fn — fllw-
n—+oo

Douc lim_|fy () = f(22)| = 0.
C’est-a-dire la suite (f,,(z,) — f(2n))nen converge vers 0.
2. (a) Soit x € R.
Siz =0, alors f,(0) =0.

1
Siz#£0,alors lim f,(x) =0 car |fn(x)] <
n—+00

n2x2’

Donc la suite (f,,) converge simplement vers la fonction f définie par : Vo € R, f(z) = 0.
(b) Soit a > 0.

V€ la,+oof, | fn(z) — ];(ac)| = |fu(2)] < T n2a? (majoration indépendante de x).
D n 00 g 7, 9 9o
T

De plus, lim 1=—575 =

On en déduit que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers la fonction f sur [a, 00| .

On pose, Vn € N*, x,, = u
2n 1
On aVneN*, x, €]0,+o0] et |fn(zn) — f(2n)] = —— qui ne tend pas vers 0 quand n — 4-o0.

s
14+ —
+4

On en déduit, d’aprés 1., que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément sur |0, +oo|.
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Les fonctions up sont continues sur [0, 1] pour n = 1 et dérfvables sur |0, 1] avec
U (r) ="l 4nhI)

Le tableau de variation de u, donne
1
= —1fmy _
=1 = —u,fe =— =10
g lun| = —un F==

La suite de fonctions converge done uniformément sur [0, 1] vers Ia fonction nulle.



Pour x < |0, Jrn-c,[ ‘fnl:xl] — 0 car |fulz)] £ £.

On a

7 (x) n(l 4+ ") — niz" : 14 I:l— n}.r"'
n n?(1 4 z")2 n(l 4 zn)2
Posons o, = 5/1/(n— 1).
T 0 Ey 00
Riz[0 .~ M, ~ 0O
done

- Sfmn=1) o sinin-1)
Ifull., = My = falza) - v’{_’ﬁ c

14 1y n? -0
n(l+25) T

Il ¥ a done convergence uniforme vers la fonction nulle.

r

a) Soit T € [0, +o00|.
Siz =10 alors u,(r) =0 0.
Si r = 0 alors uql::.} —3 0 car e ™F 5 0.
La suite de fonctions (u,) converge done simplement vers la fonction nulle sur BT,
b) On a

sup |un(z)| e ™ =0

[, e
done il y a convergence uniforme sur [z, +oof avec a = 0.
c) Puisque

lunll o = uafm/2n) = ™2 £30

il n'y a pas convergence uniforme sur BT,



On a
Vz € R, !.fn{-rﬂ = 1/'('1"12

Puisque 3~ 1/n? converge, il y a convergence normale, donc uniforme, done simple
sur R.

—— s

On a || fa]| ., = 1/n or ¥ 1/n diverge donc il n’y a pas convergence normale sur R.
Pour z € R, la série numérique % f,,(x) satisfait le critere de Leibniz, il ¥ a donc
convergence simple sur R et

1 |
Z Inl® W+1+x2g-’%’+1
n=N41 2
done ||Ry||,. < 555 — 0. Il y a done convergence uniforme sur R.



Poiie =10, 5.(2 ( =1 est sommable.
Pour x # 0, n?f,,(x) ——— 0 par croissance comparée et done la série numérique

n—4-oo
> fu(z) converge.
On peut done affirmer que la série de fonctions 3 f,, converge simplement sur R¥.
L’étude des variations des fonetions f,, donne

I falloo = fn (2/VR) = =

II n’y a done par convergence normale de la série de fonctions Y f,, sur RT.
En revanche, pour a > 0 et n assez grand de sorte que 2//n < a, on a

|2/l o, 2,00 = fr(@)

et done 3 f,, converge normalement sur [a, +oo[ car la série numérique 3 f,(a)
converge.

A fortiori, il ¥ a aussi convergence uniforme de > f,, sur chaque [a, +00[ avec

a > 0.

Montrons qu'il n'y a cependant par convergence uniforme sur [0, +o00].

Par 'absurde, s’il y avait convergence uniforme sur [0, +oc], la fonetion somme de
la série Y f,, serait continue car chaque f,, est continue. Soit N € N*. Par
positivité des fonetions sommées

MACORACIRE

et done la fonction somme ne tend par vers 0 en 0.
Ceci contredit sa continuité.



