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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Théoréme de continuité de la limite uniforme d’une suite de fonctions

Banque CCINP : On pose f, : z + (22 + 1) — n—:_x; :

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0, 1].
1

2. Calculer lim /(x2 -+ 1) de
n—-+00 n-+x
0

On définit (u,(x))nen une suite de fonctions de ]0, 1] vers R par :
U, (1) = (—=1)"M2? 2 In(z) et u,(0) = 0.

—+00

1. Calculer Zun(x)

n=0

2. Montrer que la série des u,, converge uniformément sur [0, 1].

3. En déduire I’égalité
! In(x) — (—1)"+
—dr =) ~— .
/0 112 " Z(2n+1)2

n=0
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Théoréme d’intégration d'une limite uniforme sur un segment |a, b|

Banque CCINP :
1. Soit a et b deux réels donnés avec a < b.
Soit (f,,) une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.
Démontrer que si la suite (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers f, alors la suite

b b
(/ fn (2) d:v) converge vers / f (z)dx.
a neN a

2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.
400
1

1 +o0
2
3. Démontrer que z" | dz = —_— .
e [ (S0 as= 30

n=1

On définit (u,(x))nen une suite de fonctions de [0, 1] vers R par
up(z) =let Vn € N, upqi(z) =1 —|—/ Uy (t — %) dt
0

1. Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout x € [0, 1], on a :

xn+1

(n+1)!

0 < Upt1(7) — un(z) <
2. En déduire la convergence pour tout x € [0, 1] de la suite (u,(x)).

3. Etablir que la suite (u,)nen converge uniformément vers une fonction v non nulle
vérifiant que, pour tout x € [0,1], on a : v/(z) = u(z — z?).
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Continuité de ¢ sur |1, +oo[ et limite de ¢ en +oc.

Banque CCINP : On considére la série de fonctions de terme général u,, définie par :

Vn € N*, Vz € [0,1], un(x):1n<1+£> S
n n
= 95 4z
On pose, lorsque la série converge, S(z) = ng_l [ In <1 + ﬁ) — E} i

1. Démontrer que S est définie sur [0, 1].
2. On définit une suite (uy,),>1 par u, =In(n + 1) — z”: %
En utilisant S(1) démontrer que la sugte (Un)n>1 eéct: 1Convergente.
En déduire un équivalent simple de Z % lorsque n — +o00.
k=1
3. Démontrer que S est de classe C! sur [0,1] et calculer S’(1).

Pour tout entier naturel n, on introduit la fonction f,, suivante :

1
22(1 — ize€ |0,—
foores n‘zx(l—nz) siz {’n]

0 sinon
1. Etudier la limite simple de la suite (fr)nen-

1
2. Calculer/ fa(t)dt.
0

3. Y a-t-il convergence uniforme de la suite de fonction (f,,)?

4. Etudier la convergence uniforme sur [a, 1] avec a un réel strictement positif.



