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EXERCICE 10 analyse

Enoncé exercice 10

ne® + xe™”
On pose fn (ZE) = (I2 + 1) W

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0, 1].

1
2. Calculer lim (J:2 + 1) mdx.
n— oo n—+ax
0

Corrigé exercice 10
1. Pour z € [0, 1], lirJrr1 fn(z) = (2% + 1)e”.
n—r-+0o0o
La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers f : z + (22 4 1)e® sur [0, 1].

e~ _ erc)

OnaVzel0,1], fo(z)— f(x) = (m2+1)x( n+z

)

2
et donc : Va € [0,1], |fu(z) — f(2)| < ;e ( majoration indépendante de x).

2e
Donc ||frn — flloo < P

2e
De plus, lim — = 0 donc la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f sur [0, 1].
n—

+oo n

2. Par convergence uniforme sur le segment [0, 1] de cette suite de fonctions continues sur [0, 1], on peut

intervertir limite et intégrale.

1 €T —x 1
On a donc lim (z? + 1)m dz = / (2 + 1)e® da.
0

n—+oo Jq n—+ax

1
Puis, en effectuant deux intégrations par parties, on trouve / (22 +1)e® do = 2e — 3.
0
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EXERCICE 14 analyse

Enoncé exercice 14

1. Soit a et b deux réels donnés avec a < b.
Soit (f,) une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

Démontrer que si la suite (f,,) converge uniformément sur [a,b] vers f, alors la suite ( / fn (2) dac)
e neN

b
converge vers / f(x)dx

2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

% “+o0o “+o00 1
3. Démontrer que / z" | de = .

Corrigé exercice 14

1. Comme la suite (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers f, et que, Vn € N, f,, est continue sur [a, b],
alors f est continue sur [a, b].
Ainsi, ¥n € N, f,, — f est continue sur le segment [a, b].
On pose alors, Vn € N, ||f, — fllo = sup |fu(z) — f(x)].

wefab]
On a :

’/abfn(:r)dx—/abf(ﬂc)dx = /ab(fn(m)— /lfn ).
Donc ’/abfn(a:)dz—/abf(x)dx </ab|fn—f|ooda::(b—a) Ufo = Fllooe (%)

Or, v € [a,b], | fu(2) = f(2)] < |[fn = flloo-
Or (f) converge uniformément vers f sur [a,b], donc ll}r}rl Ilfn— fll =

Donc d’aprés (*), lim /fn da:—/ f(z

n—-+oo

2. On suppose que Vn € N, f,, est continue sur [a,b] et Z fn converge uniformément sur [a, b].
n
On pose S, = ka.
k=0
Z fn converge uniformément sur [a, b, donc converge simplement sur [a, b].
On pose alors, également, Vz € [a, b], Z fr(z
Z fn converge uniformément sur [a, b] 51gn1ﬁe que (S,) converge uniformément sur [a, b] vers S.

De plus, Vn € N, S,, est continue sur [a, b], car S,, est une somme finie de fonctions continues.
On en déduit que S est continue sur [a b].

Et d’aprés 1., hm / Sp(z)dx = / S(x
Or / x)dx = / Z fe(z)da = Z/ fr(z)dx car il s’agit d’une somme finie.
Donc hm Z fk )da = / S(x

_0 a
b +oo
Ou encore hm Z fk d:z:f/ ka(x) dz
Fh=0’a @ k=0
b b +oo
Ce qui signifie que Z/ fx(x) dx converge et Z x)dx = / Z fr(z
@ k=0 ¢ k=0
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Bilan : La convergence uniforme de la série de fonctions Z frn ot les f,, sont continues sur [a, b] permet d’
b +oo

+oo b
intégrer terme a terme, c’est-a-dire : / Z fo(z)dz = Z/ fn(z)da.
n=0 n=0"%

a

3. La série entiére E ™ est de rayon de convergence R = 1 donc cette série de fonctions converge

1
normalement et donc uniformément sur le compact [0, 2] cl-1,1].

1
De plus, Vn € N, x — 2™ est continue sur [O, 2] .

5 e s =11 X1
On en déduit alors, en utilisant 2., que : " | dx = x"dx = e = ——.
w: [ (E) =L [ o Sitam -7

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 26


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 24/01/2025

EXERCICE 16 analyse

Enoncé exercice 16

On considére la série de fonctions de terme général u,, définie par :

Vn e N*, vz € [0, 1], un(z)zln(u_%)_%_

+oo
On pose, lorsque la série converge, S(x) = Z [ In (1 + E) — E]
— n n
1. Démontrer que S est définie sur [0, 1].
1
2. On définit une suite (up)n>1 par u, =In(n +1) — Z T

k=1
En utilisant S(1) démontrer que la suite (u,),>1 est convergente.
n

1
En déduire un équivalent simple de Z Z lorsque n — 4-00.
k=1
3. Démontrer que S est de classe C* sur [0, 1] et calculer S’(1).

Corrigé exercice 16

1. Soit z € [0, 1].
Siz =0, u,(0) =0 et donc Zun(O) converge.
2
x

. - 1
Si x # 0, comme au voisinage de 400, un(x) = 9.2 +o (rﬂ)’ alors |uy (z)|

CU2
~ P
+oo 2n2

2

1 . . . »
Or g — converge donc, par critére de comparaison des séries a termes positifs, E un(x) converge
n

n=1
absolument, donc converge.

On en déduit que la série des fonctions w, converge simplement sur [0, 1].
La fonction S est donc définie sur [0, 1].

- 1 1
2. Ona S(1) = lim <1n <1+> —>.
n—-+o0 P k k

n 1\ 1 n n 1 n 1
or 3 (m <1 + k) - k) =% (ln(k +1)— ln(k)) =X =)= 3 =
Donc la suite (uy)n>1 converge vers S(1).
Donc la suite (uy,)n>1 est bornée.
Donc uy, nH:nLOOl(’)(l). -
On a donc kzzjl 7= In(n+1) —uy, i In(n+ 1) + O(1) et donc k,2=:1 T oo In(n + 1).

1
En remarquant que In(n + 1) = In(n) + In (1 + ) on voit que In(n + 1) ~ In(n).
n n——+o0o
. U
On en déduit que =% ete In(n).

3. On a déja vu que la série des fonctions w,, converge simplement sur [0, 1].
1 1 —x

Vn € N*, u, est de classe C* sur [0,1] et V € [0,1], u/,(z) = ——= .
x+n n  nlz+n)

1
Donc Vn € N*, V. € [0,1], |uy,(7)] < —. (majoration indépendante de x).
n

1
On en déduit que [uy,||, = sup |uy(z)] < —.
z€0,1] n
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1 .
Or g — converge. Donc E u,, converge normalement, donc uniformément sur [0, 1].

n=1 n>1
“+oo
On peut alors affirmer que la fonction S est de classe C* Et on a : Vx € [0;1], S'(z) = Z u, ().
n=1

“+o0

+oo
1 1
En vertu de ce qui précede, S’(1) = E ul, (1) = E ( e )
n n
n=1 n=1

N
1 1 1

0) -— | = -1 —1.

rz:(n+1 n) N+1 N—+o0

n=1

Donc S'(1) = —1.
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Les fonctions up sont continues sur [0, 1] pour n = 1 et dérfvables sur |0, 1] avec
U (r)=2""Y14nhz)

Le tableau de variation de u, donne
1
= —1fmy
=11 = —u,fe =— =10
g lun| = —un F=i=

La suite de fonctions converge done uniformément sur [0, 1] vers Ia fonction nulle.



Pour z € [0, 400f, falz) = 0 car |f(z)| 5 Z.

On a

7 (x) n(l 4+ ") — niz" ) 14 I:l— n}.r"'
n n?(1 4 zm)2 n(l 4 zn)2
Posons o, = 5/1/(n— 1).
T 0 Ey +00
Riz[0 7~ M, ~ 0
done

: SR =1] o &inin-1)
|.|Fr1"__u = My, = falTa) = ‘n.f"{_.l'ﬁ R

141 n? Al
n(l+25) s

Il ¥ a done convergence uniforme vers la fonction nulle.

r

a) Soit T € [0, +o0a|.
Si z =0 alors u,(z) =0 - 0.
Si r = 0 alors uql::.} —3 0 car e ™F 5 0.
La suite de fonctions (u,) converge done simplement vers la fonction nulle sur BT,
b) On a

sup |un(z)| e ™ =0

@, em]
done il y a convergence uniforme sur [z, +oof avec a = 0.
c) Puisque

lunll o = unfm/2n) = ™2 430

il n'y a pas convergence uniforme sur BT,



On a
Vz € R, !.fn{-rﬂ = 1/'('1"12

Puisque 3~ 1/n? converge, il y a convergence normale, donc uniforme, done simple
sur R.

——— s

On a || fall, =1/n or ¥ 1/n diverge donc il 0’y a pas convergence normale sur R.
Pour z € R, la série numérique »_ f,, (x) satisfait le critere de Leibniz, il ¥ a donc
convergence simple sur R et

1 |
Z In(® W+1+x2g-’%’+1
n=N41 2
done ||Ry||,. < 555 — 0. Il y a done convergence uniforme sur R.



Poug2—10, F.(2 ( =1 est sommable.
Pour x # 0, n?f,,(x) ——— 0 par croissance comparée et done la série numérique

n—4oo
> fu(z) converge.
On peut done affirmer que la série de fonctions 3 f,, converge simplement sur R,
L’étude des variations des fonetions f,, donne

I falloo = fn (2/VR) = =

Il n’y a done par convergence normale de la série de fonctions Y f,, sur RT.
En revanche, pour a > 0 et n assez grand de sorte que 2//n < a, on a

12/l o, a2, 00f = fr(@)

et done 3 f,, converge normalement sur [a, +oo[ car la série numérique 3 f,(a)
converge.

A fortiori, il ¥ a aussi convergence uniforme de > f,, sur chaque [a, +00[ avec

a > 0.

Montrons qu'il n'y a cependant par convergence uniforme sur [0, +o00].

Par 'absurde, s’il y avait convergence uniforme sur [0, +oc], la fonction somme de
la série Y f, serait continue car chaque f,, est continue. Soit N € N*. Par
positivité des fonetions sommeées

MACORACIRE

et done la fonetion somme ne tend par vers 0 en 0.
Ceci contredit sa continuité.



a) Pour z € ]O, 1], on obtient par sommation géométrique

+ZOO (2) 22Ilnzx
Up(T) = ———
= 1+ 22

Cette relation vaut aussi pour z =0 ou z = 1.
b) On peut appliquer le critére spécial des séries alternées et donc

+oo

|R,(z)| = Z (=1)F+252642 1 2| < 220+ |In g
k=n-+1
L’étude de ¢ : 2 — 22"+2) |In 2| donne
o1

1, 22042 Ingl < —S
Ve e[0,1],x [In x| T2



donc )
o

Roll. < =——— =0
1Rell < 373y

1 1 1,2
/ 1nimdx:/ lnxdx—/ wdx
0 1+.’L’2 0 0 1+$U2

et on peut calculer la derniére intégrale par intégration terme a terme car
converge uniformément sur [0, 1]. Cela donne

1 oo
Inx (="
2 dr = —1 )

/o T+a2 " +7;)(2n+3)2

c) On a

puis le résultat.



a) Soit z € [0;+oo[.
Siz =0 alors u,(x) =0 — 0.
Si z > 0 alors uy,(z) — 0 car e ™* — 0.
La suite de fonctions (u,) converge donc simplement vers la fonction nulle
sur Ry .
b) On a
sup |up(z)| <e ™™ =0
z€[a;+o0o]

donc il y a convergence uniforme sur [a ;400 avec a > 0.



a) Par récurrence sur n € N.
Pour n =0 : up(z) =1 et uy(x) =1+ [ dt =1+ 2 donc 0 < u1(x) — ug()
Supposons la propriété établie au rang n > 0.

U (%) — tns1 (x) = /0 i (t— 12) — un(t — £2)dt

O Upy1(t —12) — up(t —t2) = 0 donc up2(x) — ups1(z) >0 et
(t _ t2)n+l tn+1
(n+1)! =~ (n+1)

Upy1 (t—1%) — up(t — %) <

puis
xn+2

un+2(.’13) — un-‘,-l(m) < m

Récurrence établie.
b) Pour tout « € R, on sait qu’il y a convergence de la série exponentielle

xn
D

Par comparaison de série a termes positifs, il y a convergence de la série

télescopique
Z un—i—l - un( )

et donc convergence de la suite (un(x))
¢) Pour tout = € [0, 1],

+oo
u(@) = un(@)| = | D (ur(z) = up-1(2))
k=n-+1
donc
+oo
u@) @I < 3 5 !\ Z k' e
k=n-+1 k=n+

Ainsi (u,) converge uniformément vers u. On en déduit que w est continue et,

toujours par convergence uniforme

x

x
vxe[o,u,/ (b — 12)dt ——— [ u(t— 2)at
0

n—+oo 0

x.



(a) Pour z =0, f,(z) =0 et pour z > 0, on a aussi f,(z) = 0 pour n assez
grand. Par suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.

(b) On a
1 B 1/n 9 B 1 B 1
/o fn(t)dtf/o nt(lfnt)dtf/o u(l—u)dufg.

Il n’y a pas convergence uniforme de la suite (f,,) puisque

/01 fu(t)dt ,L>/010dt.

(c) Pour n assez grand, supy, | fn(2)| = 0 donc (fn) converge uniformément vers
0 sur [a;1].
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