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EXERCICE 25 analyse

Enoncé exercice 25

1
1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonction ¢ —» ——————— est intégrable sur [0, +oo].
ey L+ 82 1 tret & [0, ool
+oo dt
2. Pour tout n € N, on pose u,, = / ——5 . Calculer lim wu,.
o 1+t2+tre? n—-+oo

Corrigé exercice 25
1. fo:t— T3 2 1ot est définie elt continue par morceaux sur [0, +00|.

1 1
Or ¢(t) fodir) et t — e est intégrable sur [1, +oo[, donc ¢ est intégrable sur [1, +oo.

Donc, par critére de majoration pour les fonctions positives, f,, est intégrable sur [1, +ool.
Or f,, est continue sur [0, 1] donc f,, est intégrable sur [0, +oo].

2. i) La suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie par :

ft) = 1 S,
D7 g sie=
0 site]l,+oo

ii) Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur [0, 400/
iii) Vt € [0, +o0], | fn(t)| < @(t) avec ¢ intégrable sur [0, +oo].
+oo

m u, = lim Fat) dt = / e,
0

Alors, d’aprés le théoréme de convergence dominée, li
n—-+oo n—-+4oo 0

Heo bode T
i

Donc, lim wu, = —
n—-+4oo 4
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EXERCICE 29 analyse

Enoncé exercice 29
On pose : ¥z €]0, +oo[, Vt €0, +oo[, f(z,t) =e 1>~ .

1. Démontrer que : ¥V € ]0,4o00], la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable sur ]0, 4o0].

+oo
On pose alors : Vz €]0, +oo[, T'(z) = / et =14¢.
0

2. Pour tout x €]0, +oo[, exprimer I'(z + 1) en fonction de I'(z).

3. Démontrer que I est de classe C! sur |0, +oo] et exprimer I'/(z) sous forme d’intégrale.

Corrigé exercice 29

1. Soit x € ]0, 4+00[.

La fonction ¢ — e %!

est définie, positive et continue par morceaux sur |0, +o0].

f(z,t) ~. t*lett s t* 1l = est intégrable sur ]0, 1] (fonction de Riemann avec 1 —z < 1).
t—0

tl—aﬁ
Donc, par critére d’équivalence, ¢t — f(x,t) est intégrable sur 0,1] . (¥)

1).

De plus, lim t?f(z,t) = 0, donc, pour ¢ au voisinage de +oo, f(x,t) = o(—
t—+o00 t2

1
Or t — — est intégrable sur [1, +-o0] (fonction de Riemann intégrable).
Donc t — f(x,t) est intégrable sur [1,+oo[. (**)

Donc, d’aprés (*) et (**), t — f(x,t) est intégrable sur ]0, +o0].
—+o0 —+oo
e . . . e . N —t,x —t, o0 —t,r—1
2. Par intégration par parties, justifiée ci-apreés / e "tvdt = [—e t }0 + x/ e “t*THdt.
0 0
Le terme de variation posséde des limites finies & ses bornes par croissances comparées, et est de valeur

nulle, ce qui valide ce calcul et donne
Iz +1) =al(x).
3. i) pour tout > 0, ¢t — f(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur |0, +oo[ (d’aprés la question 1.).
0
ii) Vt €]0,+o00], la fonction = — f(z,t) est dérivable et V (z,t) € ]0, +oo[2,a—f(ac7t) = (Int)e t*~1.
z
of

iii) Pour tout « > 0, t — —=(z,t) est continue par morceaux sur |0, +oo].

oz
0
iv) Pour tout ¢t > 0, z — —f(x,t) est continue sur |0, 4o00].
v) Pour tout [a,b] C ]0,4+o00[ et V (¢, ) € |0, +00] X [a,d] :
of |Intle®t*! si te]0,1]
- < — ’
ax (xat) X Qo(t) avec @(t) { |1nt|e7ttb71 Si t c [1,+OO[
avec ¢ continue par morceaux et intégrable sur ]0, +o00|.
En effet :

a a
1—— —
~ a=1 _ 1 2 =1i 2 =
o(t) ~ |Intt @1(t) et tl_lféit e1(t) lim ¢ |Int| = 0.

1
Donc, au voisinage de 0%, ¢1(t) = o a

)

1
Ort+— 7 est intégrable sur ]0, 1[(fonction de Riemann avec 1 — g <1).

t 2
Donc, ¢ est intégrable sur ]0, 1].
Donc, par critére d’équivalence pour les fonctions positives, ¢ est intégrable sur ]0,1[.  (¥)
: 2 _

1
Done, pour ¢ au voisinage de +oo, ¢(t) = o(t—2).
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1
Or, t — — est intégrable sur [1, +oo[ (fonction de Riemann intégrable).
Donc ¢ est intégrable sur [1,+oo[.  (**)
D’aprés (*) et (**), ¢ est intégrable sur |0, +o00].

D’oil, d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres, I' est de classe C! sur ]0, +ool.
+oo

De plus, Vz € 10, +o0[, I'"(x) = / (Int)e "t*~1 dt.
0
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EXERCICE 30 analyse

Enoncé exercice 30

1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
“+o0
2. Démontrer que la fonction f: 2 +— / e’ cos (xt)dt est de classe C* sur R.
0

3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.
(b) Reésoudre (E).

Corrigé exercice 30

1. Soit u : (z,t) — u(x,t) une fonction définie de X x I vers C, avec X et I intervalles contenant au moins
deux points de R.
On suppose que :
i)Va € X, t — u(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur I.
On pose alors Vo € X, f(x) = [; u(z,t)dt.

U
ii) u admet une dérivée partielle 5, S X x I vérifiant :
x
ou .
-Vre X, t— a—(z, t) est continue par morceaux sur I.
x

3}
-Vtel,z— a—u(as,t) est continue sur X.
x

iii) il existe ¢ : I — RT continue par morceaux, positive et intégrable sur I vérifiant :

W@ t) € X x I, | 2@, 0| < o(@).
Ox
Alors la fonction f est de classe C! sur X et Vo € X, f/(z) = / ?(az,t) dt.
%y

2. On pose V (z,t) € R x [0, 00|, u(z,t) = et cos(xt).
i) Vz e R, t — u(z,t) est continue sur [0, +o0l.
De plus, Vz € R, |u(xz,t)] <e .
Or lim #2e~t" =0, donc, au voisinage de +o0, e=** = o <1>
t—+oo $2
Donc, t — u(z,t) est intégrable sur [0, +-o00[.

il) V (z,t) € R x [0, +o0, %(m,t) = —te=" sin(at).

ou .
—(x,t) est continue par morceaux sur [0, 4o0]. .

Ox

3
-Vt € [0,4+], x — a—u(x, t) est continue sur R .
x

-1ii) V (x,t) € R x [0, —|—oo[,'gZ(a:,t)
[0, +o0l.

-V eR, t—

< te=’ = o(t) avec ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur

1
)
On en déduit que ¢ est intégrable sur [1, +o00o[ et comme elle est continue sur [0, 1[, alors ¢ est bien
intégrable sur [0, +-o00[.

En effet, , ligl t2¢(t) = 0 donc, au voisinage de +00, p(t) = of
— o0

Donc f est de classe C! sur R et :

+oo
VzeR, fl(z) = / —te™ " sin(zt)dt
0

+oo
3.(a) Ona,Vz € R, f/(x) = / —te~ " sin(xt) dt.
0
Procédons a une intégration par parties, justifiée par I'existence immédiate de limites finies aux bornes

du terme de variation.
—+o0

+oo 2 1 2 Foo X 2
/ —te™" sin(xt)dt = {ct sin(zt)] —/ “e™ " cos(wt) dt
0 2 o 2

0
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ce qui donne f'(z) + gf(a:) =0.

Donc f est solution de 1’équation différentielle (F) : 3y + gy =0.

IIJ2

(b) Les solutions de (E) sont les fonctions y définies par y(z) = Ae 4, avec A€R.
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Soit n € N*. )
La fonction x ++ e~ *" est définie et continue par morceaux sur [1, +oc[. Etant de
plus négligeable devant 1/2% quand x — 400, on peut affirmer qu'elle est

intégrable et on peut donc introduire

+ o =
f e * dz
1

Par le changement de variable C! strictement monotone donné par la relation
t = z™ , on obtient
+aoo = + oo gt
nf e ds= f —tl/m i
1 1 t

et

f:l'-l. b Ti‘-l"lrn

Posons alors

Les fonctions f,, sont définies et continues par morceaux sur [1, +ocl.
La suite de fonctions ( f,) converge simplement vers la fonction

—t

it —
f t

et pour tout n € M

[falt)] S e = p(t)
avec  fonction continue par morceaux et intégrable puisque %p(#) m 0.
On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée et affirmer

+oa o +ma ot 4o ot
nf e = d:r:f gl oy —dt
1 1 i i

n— 4o 1



[, est définie et continue par morceaux sur |0, oo

Quand z — 0%, fu(x) = %, on peut donc la prolonger par continuite.
Quand r — +o0, fu(z) = ﬂ{;lg}.

Par suite f,, est intégrable sur |0, +-oof.

= nin(1 4+ z/n)
. _fn +27)

Posons
. nln(l +x/n)

B = gy )

Pour x > 0, quand n — 400, ga(z) = 357

De plus, sachant In(1 + u) < u, on a |ga(z)| £ ﬁg = (x) avec p intégrable.

Par convergence dominée,
+te dr T
Up — — =
- e 1422 2

Exercice 10 : [énoncé]
Par changement de variable

1
Hn = j.:.. f(ns)ds

Par convergence dominée
Hy —+ £



Pour ¢ > 0, on peut écrire

gint ks
o = . 14
T E gint.e

n=1

mni

La fonction t = sint.e™™ est intégrable sur |0, +o00] et

4o oo 1
f |sint|e—™ dt < f te™ ™ dt = —
(V 0 n

est le terme général d'une série convergente donc par le théoréme de Fubini
d’intégration terme & terme ¢ —+ J2L est intégrable sur |0, 400 et

oy 2 t +oa o
T ¥ sirid.e— " di

+o +ex ! 1
f sint.e” ™ dt = lmf el—n+ilt g —
o 0 'ﬂ-z +1

aveds

Finalement

+o0 gint < oo |
ﬁ E*—idt=En3+l

Exercice 33 : [énoncé]
Les intégrales considérées sont bien définies.
Par intégration par parties,

41

Io(m) = | = tn2)")

Ainsi

En particulier

3T e
by * =% ~——(zlnz)".
—0

Par convergence de la série des intégrales des valeurs absolues,

f & dw }_Z{n+1)n+l




a) t > 1%9’ est Lintég‘ra:bie sur Bt done g(0) existe.
# 5 1/u est une bijection C! entre R** et R¥*.
On peut réaliser le changement de variable = 1 /u qui donne

f““ dt /Jf"“ udu
0 1+t3 e 0 1+1'..£3

Donc

puis

2
)= —
g(0) 3&-‘@
b) La fonction g est paire. Pour 0 £ x < 2, on a pour tout t = 0, g—tr’ = etz
donc g est décroissante sur R¥.
c) Pour z > 0,
1

+oa (ot
0<g(z) < 2t = . 50
g(z) -/I:I e Igﬂ\'

done IETWQ{;IJ =



