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Soit α un réel strictement supérieur à 1. Montrer que
+∞∑

k=n+1

1

kα
∼
+∞

1

(α− 1)nα−1
.

Question de cours

Banque CCINP : On pose : ∀ x ∈]0,+∞[, ∀ t ∈ ]0,+∞[, f(x, t) = e−ttx−1 .
1. Démontrer que : ∀ x ∈ ]0,+∞[, la fonction t 7→ f(x, t) est intégrable sur ]0,+∞[.

On pose alors :

∀ x ∈]0,+∞[, Γ(x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1dt.

2. Pour tout x ∈]0,+∞[, exprimer Γ(x+ 1) en fonction de Γ(x).
3. Démontrer que Γ est de classe C1 sur ]0; +∞[ et exprimer Γ ′(x) sous forme d’in-

tégrale.

Exercice 1

Les deux questions sont indépendantes.
1. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

Sn =
n∑

k=1

1

k +
√
k
.

Donner un équivalent de (Sn) puis montrer que :

Sn = ln(n) + C + o
+∞

(1) .

2. Soient f une fonction continue sur R+ et a et b deux réels tels que 0 < a < b.
Déterminer la limite suivante :

lim
x→0

(∫ bx

ax

f(t)

t
dt

)
.

Exercice 2
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Limite en +∞ de x 7→
+∞∑
n=1

2x

n2 + x2
.

Question de cours

Banque CCINP :
1. Énoncer le théorème de dérivation sous le signe intégrale.

2. Démontrer que la fonction f : x 7−→
∫ +∞

0

e−t2 cos (xt) dt est de classe C1 sur R.

3.(a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.
(b) Résoudre (E) .

Exercice 1

Les deux questions sont indépendantes.
1. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

Sn =
n∑

k=1

1

k2 +
√
k
.

Montrer que (Sn) converge puis montrer que :

Sn = C − 1

n
+ o

+∞

(
1

n

)
.

2. Déterminer un équivalent en +∞ de x 7→
∫ x

e

dt

ln(t)
dt.

Exercice 2
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Montrer que
∫ +∞

x

exp
(
−x2

)
dx ∼

+∞

exp (−x2)

2x
.

Question de cours

Banque CCINP :

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonction t 7−→ 1

1 + t2 + tne−t
est

intégrable sur [0,+∞[.

2. Pour tout n ∈ N, on pose un =

∫ +∞

0

dt
1 + t2 + tne−t

. Calculer lim
n→+∞

(un).

Exercice 1

Les deux questions sont indépendantes.
1. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

Hn =
n∑

k=1

1

k
.

Pour tout entier naturel non nul p, on appelle np le plus petit entier naturel N tel
que HN ⩾ p. Donner un équivalent de (np).

2.(a) Déterminer un équivalent quand x tend vers +∞ de
∫ x

1

ln(1 + t)

t
dt.

(b) Montrer qu’il existe un réel C et une fonction ε tendant vers 0 en +∞ tel que :∫ x

1

ln(1 + t)dt

t
dt =

ln2(x)

2
+ C + ε(x).

(c) Déterminer un équivalent de ε en +∞.

Exercice 2


