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EXERCICE 25 analyse

Enoncé exercice 25

1
1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonction ¢ —» ——————— est intégrable sur [0, +oo].
ey L+ 82 1 tret & [0, ool
+oo dt
2. Pour tout n € N, on pose u,, = / ——5 . Calculer lim wu,.
o 1+t2+tre? n—-+oo

Corrigé exercice 25
1. fo:t— T3 2 1ot est définie elt continue par morceaux sur [0, +00|.

1 1
Or ¢(t) fodir) et t — e est intégrable sur [1, +oo[, donc ¢ est intégrable sur [1, +oo.

Donc, par critére de majoration pour les fonctions positives, f,, est intégrable sur [1, +ool.
Or f,, est continue sur [0, 1] donc f,, est intégrable sur [0, +oo].

2. i) La suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie par :

ft) = 1 S,
D7 g sie=
0 site]l,+oo

ii) Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur [0, 400/
iii) Vt € [0, +o0], | fn(t)| < @(t) avec ¢ intégrable sur [0, +oo].
+oo

m u, = lim Fat) dt = / e,
0

Alors, d’aprés le théoréme de convergence dominée, li
n—-+oo n—-+4oo 0

Heo bode T
i

Donc, lim wu, = —
n—-+4oo 4
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EXERCICE 29 analyse

Enoncé exercice 29
On pose : ¥z €]0, +oo[, Vt €0, +oo[, f(z,t) =e 1>~ .

1. Démontrer que : ¥V € ]0,4o00], la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable sur ]0, 4o0].

+oo
On pose alors : Vz €]0, +oo[, T'(z) = / et =14¢.
0

2. Pour tout x €]0, +oo[, exprimer I'(z + 1) en fonction de I'(z).

3. Démontrer que I est de classe C! sur |0, +oo] et exprimer I'/(z) sous forme d’intégrale.

Corrigé exercice 29

1. Soit x € ]0, 4+00[.

La fonction ¢ — e %!

est définie, positive et continue par morceaux sur |0, +o0].

f(z,t) ~. t*lett s t* 1l = est intégrable sur ]0, 1] (fonction de Riemann avec 1 —z < 1).
t—0

tl—aﬁ
Donc, par critére d’équivalence, ¢t — f(x,t) est intégrable sur 0,1] . (¥)

1).

De plus, lim t?f(z,t) = 0, donc, pour ¢ au voisinage de +oo, f(x,t) = o(—
t—+o00 t2

1
Or t — — est intégrable sur [1, +-o0] (fonction de Riemann intégrable).
Donc t — f(x,t) est intégrable sur [1,+oo[. (**)

Donc, d’aprés (*) et (**), t — f(x,t) est intégrable sur ]0, +o0].
—+o0 —+oo
e . . . e . N —t,x —t, o0 —t,r—1
2. Par intégration par parties, justifiée ci-apreés / e "tvdt = [—e t }0 + x/ e “t*THdt.
0 0
Le terme de variation posséde des limites finies & ses bornes par croissances comparées, et est de valeur

nulle, ce qui valide ce calcul et donne
Iz +1) =al(x).
3. i) pour tout > 0, ¢t — f(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur |0, +oo[ (d’aprés la question 1.).
0
ii) Vt €]0,+o00], la fonction = — f(z,t) est dérivable et V (z,t) € ]0, +oo[2,a—f(ac7t) = (Int)e t*~1.
z
of

iii) Pour tout « > 0, t — —=(z,t) est continue par morceaux sur |0, +oo].

oz
0
iv) Pour tout ¢t > 0, z — —f(x,t) est continue sur |0, 4o00].
v) Pour tout [a,b] C ]0,4+o00[ et V (¢, ) € |0, +00] X [a,d] :
of |Intle®t*! si te]0,1]
- < — ’
ax (xat) X Qo(t) avec @(t) { |1nt|e7ttb71 Si t c [1,+OO[
avec ¢ continue par morceaux et intégrable sur ]0, +o00|.
En effet :

a a
1—— —
~ a=1 _ 1 2 =1i 2 =
o(t) ~ |Intt @1(t) et tl_lféit e1(t) lim ¢ |Int| = 0.

1
Donc, au voisinage de 0%, ¢1(t) = o a

)

1
Ort+— 7 est intégrable sur ]0, 1[(fonction de Riemann avec 1 — g <1).

t 2
Donc, ¢ est intégrable sur ]0, 1].
Donc, par critére d’équivalence pour les fonctions positives, ¢ est intégrable sur ]0,1[.  (¥)
: 2 _

1
Done, pour ¢ au voisinage de +oo, ¢(t) = o(t—2).
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1
Or, t — — est intégrable sur [1, +oo[ (fonction de Riemann intégrable).
Donc ¢ est intégrable sur [1,+oo[.  (**)
D’aprés (*) et (**), ¢ est intégrable sur |0, +o00].

D’oil, d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres, I' est de classe C! sur ]0, +ool.
+oo

De plus, Vz € 10, +o0[, I'"(x) = / (Int)e "t*~1 dt.
0
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EXERCICE 30 analyse

Enoncé exercice 30

1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
“+o0
2. Démontrer que la fonction f: 2 +— / e’ cos (xt)dt est de classe C* sur R.
0

3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.
(b) Reésoudre (E).

Corrigé exercice 30

1. Soit u : (z,t) — u(x,t) une fonction définie de X x I vers C, avec X et I intervalles contenant au moins
deux points de R.
On suppose que :
i)Va € X, t — u(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur I.
On pose alors Vo € X, f(x) = [; u(z,t)dt.

U
ii) u admet une dérivée partielle 5, S X x I vérifiant :
x
ou .
-Vre X, t— a—(z, t) est continue par morceaux sur I.
x

3}
-Vtel,z— a—u(as,t) est continue sur X.
x

iii) il existe ¢ : I — RT continue par morceaux, positive et intégrable sur I vérifiant :

W@ t) € X x I, | 2@, 0| < o(@).
Ox
Alors la fonction f est de classe C! sur X et Vo € X, f/(z) = / ?(az,t) dt.
%y

2. On pose V (z,t) € R x [0, 00|, u(z,t) = et cos(xt).
i) Vz e R, t — u(z,t) est continue sur [0, +o0l.
De plus, Vz € R, |u(xz,t)] <e .
Or lim #2e~t" =0, donc, au voisinage de +o0, e=** = o <1>
t—+oo $2
Donc, t — u(z,t) est intégrable sur [0, +-o00[.

il) V (z,t) € R x [0, +o0, %(m,t) = —te=" sin(at).

ou .
—(x,t) est continue par morceaux sur [0, 4o0]. .

Ox

3
-Vt € [0,4+], x — a—u(x, t) est continue sur R .
x

-1ii) V (x,t) € R x [0, —|—oo[,'gZ(a:,t)
[0, +o0l.

-V eR, t—

< te=’ = o(t) avec ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur

1
)
On en déduit que ¢ est intégrable sur [1, +o00o[ et comme elle est continue sur [0, 1[, alors ¢ est bien
intégrable sur [0, +-o00[.

En effet, , ligl t2¢(t) = 0 donc, au voisinage de +00, p(t) = of
— o0

Donc f est de classe C! sur R et :

+oo
VzeR, fl(z) = / —te™ " sin(zt)dt
0

+oo
3.(a) Ona,Vz € R, f/(x) = / —te~ " sin(xt) dt.
0
Procédons a une intégration par parties, justifiée par I'existence immédiate de limites finies aux bornes

du terme de variation.
—+o0

+oo 2 1 2 Foo X 2
/ —te™" sin(xt)dt = {ct sin(zt)] —/ “e™ " cos(wt) dt
0 2 o 2

0
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ce qui donne f'(z) + gf(a:) =0.

Donc f est solution de 1’équation différentielle (F) : 3y + gy =0.

IIJ2

(b) Les solutions de (E) sont les fonctions y définies par y(z) = Ae 4, avec A€R.
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Hl - Let 3 ¢ est une série a terme positif divergente done S, ~ 3 £ ~ Inn,
k=1 k=1

Pour étre plus précis,

1'11 i 1 ]_ e \.,flrﬂ_ﬂ
w-i-Llmv i) "L

=1

oar

vk 1
b L
By kvE R
et est done le terme général d'une série convergente.

T
Ainsi S, — > j.l — " d'on
k=1

Sc=Inn+(v+C")+o(l)=lnn+ C +o(1)

m e~ Elg done la série de terme général k'—*;_ est absolument convergente. Par

: 'k
suite (S,,) converge

1 1
C— 8, = E — E e
k—=ri=1 kﬂ + \'IJE_E k=n] |I|='i.'2

car 5 4 est une série & termes positifs convergente.

%
k=1
==
ATk P s a . A 1 1 : ‘ :
Par comparalson serie llltﬂglcll{'! Z O Bt et on peut conclure comme
k=n-l

ANNONCee.



ny est bien défini car H,, — +o0.
La suite (n,) est croissante et évidemment non majorce done

”.ir_l- — +:"E'

Par définition de n,, on a

H, zpz>H,

Or
H,.=lnn++4o(l)
done
Inng +v+o(l) Z2p 2In(n, — 1) + v+ o(1)
Puisque

In(n, — 1) = Inn, + o(1)

on obtient
p=Inn, +v+ ofl)

s
- f.“_'?"l"”u] oy E'H.—':r

Ny, =



et la fonction ¢ — 1/In(t) est positive non intégrable sur [e, +oc). On a done

/-' a 2t
Jo It eiiee® / Int

dt T
R S
Jo Intestoenz

et on en déduit

a) On a
In{t + 1) - In{t)
t t—+o0  F

Puisque f est continue en (), on peut écrive ; ! 3 ; s
e f ! Puisque la fonction ¢ — In(t}/t est positive, non intégrable sur [1, +0¢|, on peut

T Inft + 1  nt Lo aa]™ 1 :
/ o Uit SRS f 2l ar = —c_tuﬂ = S (lnx)?
g5 # rdoe 1 2 i 2
) On a

T . i (#) o
/ —h“‘f k) dt — X (lnx)? :[ l—”“ ) —h.'f’ dt = / ihl. (l + l) dt
4 t 2 1 t t St t

et done

flx) = f0)} 4+ e(z) avec & —]> 0 affirmer
L

b fl:f\] b Jrlr[]‘] b :_U]
e, B | S

b f(0) I
IO 4 — fo)m 2
t il

On a alors

D'une part

o

“ln(t + 1) 1 ; :
/ e di = = [h!.‘:‘_‘."’ + '+ ofl)
et d'autre part 41 'r 2
avec la constante ' égale a 'intégrale convergente

Ao
/- £ln(l ——l) dt
A t

5 W 3
On peut montrer que cette constante vaut 7= /12 (via intégration terme a terme),
mais ¢'est une antre histoire. . .

¢} En fait
-0
.-'[.r:_|=—/ lln(]—i—l)tlf
S f i

1 1 1
~lm|{14+=}) ~ =
i ( f).'—.\+x.f2

Puisque la fonction t — 1/12 est positive et intégrable sur [1, +oc[, on peut

4 i 1
s(z) o~ — il S
) L} ) r— -0 = lr_-’ z

bz et i
/ “~dt| £ max |e(t)|In— + 0

t t[or br) a x—0

On peut conclure

1

" F(t) o
lim / M dt = f(0) In it
=0+ Joo 1 a

Par intégration par parties Ona

[“' dt [t " dt
eyl kureedd I S (e
Jo Imt || /. (Int)?

1 1
(Int)2 toteo ?\int

Or affirmer



