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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Expliquer comment résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre un et démo :
Résolution d'une équation différentielle homogeéne linéaire d’ordre un.

1. Pour quels r dans K la fonction x +— exp(rx) est-elle solution de I’équation homo-
géne y' + ay’ + by = 0?
2. On suppose que le discriminant de ’équation X2 +aX +b = 0 est nul et on note 7

la racine double. Montrer que x — x exp(rox) est solution de I’équation homogéne
y +ay +by=0.

1. Trouver a € R tel que :

2 7
VxeR,f_:[( : e )
41 4 \22—2v2+41 2242V2+1

2. En déduire, a ’aide d'un changement de variable que :

L g2 NN x
A Sy —
o T4+1 4 J a2 —2v2+1

3. Montrer de deux fagons différentes que :

T
x 2

1
Vz € R, arctan(z) + arctan (—) =

4. En déduire que :

/1 i dx—\/?gln(3—2\/§)+\/§ﬂ.

4+ 1 8

Indication : Utilisez le changement de variable u = 2v/2 — 1.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Expliquer la méthode de la variation de la constante pour 'ordre un et démo : Variation
de la constante pour I'ordre un.

2 _: 3 e /1 1 t
Calculer / sie () dt, / dt et / ﬂdt.
1 Vit  tln(t) 1 t

1. Résoudre les équations différentielles suivantes d’inconnue y fonction deux fois
dérivable sur R :

y' — Ty + 10y = 102> — 242 + 9 (Ey) et y” — 2y + 5y = exp (z) cos(2z) (Es).

2. Discuter suivant les valeurs du réel m de ’ensemble des solutions de I’équation
différentielle suivante d’inconnue y fonctions deux fois dérivable sur R :

Y +2my’ +y = exp(—z).

3. Résoudre ’équation différentielle (E) suivante d’inconnue y fonctions deux fois
dérivable :
(1+2%)y +2xy —2=0. (E).
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Intégration par parties et changement de variable et démo : Soient r € C, (b, c) € K2 et
(H) I'équation différentielle y” + by’ + cy = 0 d’inconnue y € D*(I,K).
e 1 — exp(rx) est une solution de (H) si et seulement si r est une racine du polynéme
caractéristique de (H).
e r — zwexp(rz) est une solution de (H) si r est une racine double du polynéme
caractéristique de (H).

1 t 1 1 Iy o t
Calculer / ¢ -dt, / -dt et enfin / ﬂdt.
o 1+e o l+e o exp(cos(t))

1. Résoudre I équation différentielle suivante d’inconnue y fonction deux fois dérivable
sur R :
y' +y=sin(Ar) (FE))

ol A est un réel non nul tel que \? # 1.

2. Discuter suivant les valeurs du réel m de l’ensemble des solutions de I'équation
différentielle suivante d’inconnue y fonctions deux fois dérivable sur R :

y" +2my’ +y=0.

3. On veut résoudre I’équation différentielle suivante d’inconnue y fonctions deux fois
dérivable sur |0, +o0] :
o2y + xy — 4y = 4% (E).
(a) On suppose que f vérifie (E). On pose alors g : t — f(e'). Montrer que g vérifie
(E') une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants.
(b) Résoudre (E') sachant qu’il existe a, b et ¢ trois réels tels que x — az? + bx + ¢
soit solution de (E').
(c¢) En déduire les solutions de (E).
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Donner quelques primitives usuelles et démo : Résolution d'une équation différentielle
homogéne linéaire d’ordre un.

1. Pour quels r dans K la fonction x +— exp(rx) est-elle solution de I’équation homo-
géne y' + ay’ + by = 0?
2. On suppose que le discriminant de ’équation X2 +aX +b = 0 est nul et on note 7

la racine double. Montrer que x — x exp(rox) est solution de I’équation homogéne
y +ay +by=0.

1. Trouver a € R tel que :

2 7
VxeR,f_:[( : e )
41 4 \22—2v2+41 2242V2+1

2. En déduire, a ’aide d'un changement de variable que :

L g2 NN x
A Sy —
o T4+1 4 J a2 —2v2+1

3. Montrer de deux fagons différentes que :

T
x 2

1
Vz € R, arctan(z) + arctan (—) =

4. En déduire que :

/1 i dx—\/?gln(3—2\/§)+\/§ﬂ.

4+ 1 8

Indication : Utilisez le changement de variable u = 2v/2 — 1.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Donner quelques primitives usuelles mais pas celles de votre voisin de gauche et démo :
Variation de la constante pour 'ordre un.

2 _: 3 e /1 1 t
Calculer / sie () dt, / dt et / ﬂdt.
1 Vit  tln(t) 1 t

1. Résoudre les équations différentielles suivantes d’inconnue y fonction deux fois
dérivable sur R :

y' — Ty + 10y = 102> — 242 + 9 (Ey) et y” — 2y + 5y = exp (z) cos(2z) (Es).

2. Discuter suivant les valeurs du réel m de ’ensemble des solutions de I’équation
différentielle suivante d’inconnue y fonctions deux fois dérivable sur R :

Y +2my’ +y = exp(—z).

3. Résoudre ’équation différentielle (E) suivante d’inconnue y fonctions deux fois
dérivable :
(1+2%)y +2xy —2=0. (E).
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Espace des solutions d’une équation différentielle linéaire d’ordre un et démo : Soient

r € C, (b,c) € K?et (H) I'équation différentielle y” +by'+cy = 0 d’inconnue y € D*(I,K).

e x — exp(rx) est une solution de (H) si et seulement si r est une racine du polynéme
caractéristique de (H).

e r — zwexp(rz) est une solution de (H) si r est une racine double du polynoéme
caractéristique de (H).

1 t 1 1 s :
Calculer / e—tdt, / -dt et enfin / ﬂdt.
o 1+e o 1+e o exp(cos(t))

1. Résoudre I’ équation différentielle suivante d’inconnue y fonction deux fois dérivable
sur R :
y' +y=sin(Ar) (E))
oll A est un réel non nul tel que \? # 1.

2. Discuter suivant les valeurs du réel m de ’ensemble des solutions de I’équation
différentielle suivante d’inconnue y fonctions deux fois dérivable sur R :

y" +2my’ +y = 0.

3. On veut résoudre I'équation différentielle suivante d’inconnue y fonctions deux fois
dérivable sur |0, +o0] :
22y + 2y — 4y = 42* (E).
(a) On suppose que f vérifie (E). On pose alors g : t — f(e'). Montrer que g vérifie
(E') une équation différentielle linéaire du second ordre a coeflicients constants.
(b) Résoudre (E') sachant qu’il existe a, b et ¢ trois réels tels que x — az? + bx + ¢
soit solution de (E').
(c¢) En déduire les solutions de (FE).



