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EXERCICE 67 algébre

Enoncé exercice 67

0 a c
Soit la matrice M = | b 0 ¢ | ou a,b,c sont des réels.
b —a 0

M est-elle diagonalisable dans M3 (R)? M est-elle diagonalisable dans M3 (C)?

Corrigé exercice 67

xar(A) = det(Az — M).
Aprés calculs, on trouve, xu = X (X? + ca — ba — bc).

Premier cas : ca — ba — bc < 0
M est diagonalisable dans M3(R) car M posséde trois valeurs propres réelles distinctes.
Elle est, a fortiori, diagonalisable dans M3(C).

Deuxiéme cas : ca —ba —bc =0

Alors, 0 est la seule valeur propre de M.

Ainsi, si M est diagonalisable, alors M est semblable & la matrice nulle c¢’est-a-dire M = 0 ou encore
a =b=c=0. Réciproquement, si a = b= c =0 alors M = 0 et donc M est diagonalisable.

On en déduit que M est diagonalisable si et seulement si a = b= c=0.

Troisiéme cas : ca — ba — bec > 0

Alors 0 est la seule valeur propre réelle et donc M n’est pas diagonalisable dans M3(R) car y s (X) n’est pas

scindé sur R[X].

En revanche, M est diagonalisable dans M3(C) car elle admet trois valeurs propres complexes distinctes.

CC BY-NC-SA 3.0 FR

Page 102


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 11,/09/2024

EXERCICE 69 algébre

Enoncé exercice 69

1
1] ol a est un réel.
0

— o Q

0
On considére la matrice A= | a
a

1. Déterminer le rang de A.

2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?

Corrigé exercice 69

1. Aprés calcul, on trouve det A = a(a + 1).
Premier cas: a #0et a # —1
Alors, det A # 0 donc A est inversible.

Donc rgA = 3.
Deuxiéme cas : a =0
0 0 1
A=10 0 1| doncrgA=2.
010
Troisiéme cas : a = —1
0 -1 1
A=|-1 0 1] doncrgA > 2 car les deux premiéres colonnes de A sont non colinéaires.
-1 1 0

Or det A =0 donc rgA < 2.
On en déduit que rgA = 2.

2. Notons x4 le polynéme caractéristique de A.

A —a -1
xa(A) =det(A\, —A)=|-a X -1
—a -1 A

Alors, en ajoutant a la premiére colonne la somme des deux autres puis, en soustrayant la premiére ligne

aux deux autres lignes, on trouve successivement :

1 —a -1 1
det(A\ [, —A)=A—-a—-1[1 X =1l=A—-a—-1)|0
1 -1 A 0

Donc, en développant par rapport a la premiére colonne,
xa(A) =det(A\, —A)=A—a—-1)(A+a)(A+1).
Donc x4 = (X —a—1)(X +a)(X +1).
Les racines de x4 sont a + 1, —a et —1.
1
a+1:—a<:>a:—§.
a+l=—-1<=a=-2
—a=—-1<4<=a=1.
Ce qui améne aux quatre cas suivants :

1
Premier cas: a #1,a # —2 et a # —3
Alors A admet trois valeurs propres disctinctes.
Donc A est diagonalisable.

Deuxiéme cas : a =1
xa=(X-2)(X+ 1)2.

-1
0
A+1

Alors A est diagonalisable si et seulement si dim E_; = 2, c’est-a-dire rg(A4 + I3) = 1.

1 11
OrA+I3=1(1 1 1| doncrg(A+1I3)=1.
1 11

Donc A est diagonalisable.

Autre méthode :
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A est symétrique réelle donc diagonalisable.

Troisiéme cas : ¢ = —2
Alors, xa = (X +1)3(X —2).
1 -2 1
A+I3=1-2 1 1
-2 1 1

Les deux premiéres colonnes de A + I3 ne sont pas colinéaires, donc rg(A + I3) > 2.
De plus, —1 est valeur propre de A, donc rg(A + I3) < 2.

Ainsi, rg(A+13) =2 et dimE_; = 1.

Or l'ordre multiplicité de la valeur propre —1 dans le polynéme caractéristique est 2.
On en déduit que A n’est pas diagonalisable.

Quatriéme cas : a = ——

2
1 2
XA:(X_§> (X +1).
1 1
1 2 2
A—-1,=|_L 1
2 2 2
1 1
- 1 _=
2 2

1
Les deux premiéres colonnes de A — 513 sont non colinéaires, donc rg(A — 513) > 2.
1 1
De plus, 3 est valeur propre donc rg(A — 513) <2
o 1 .
Ainsi, rg(A — 513) =2etdimE; =1.
1
Or lordre de multiplicité de la valeur propre 5 dans le polynoéme caractéristique est 2.

On en déduit que A est non diagonalisable.
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Exercice 2 : [énoncé]

Si 1 et —1 sont les seules valeurs propres alors f € GL(E) et la relation f* = f2
donne f2 =1d ce qui fournit un polynéme annulateur scindé & racines simples et
permet de conclure.

Si 1 et —1 ne sont pas les seules valeurs propres c’est que 0 est aussi valeur propre
car les valeurs propres figurent parmi les racines de tout polynéme annulateur. f
présente alors 3 = dim Fvaleurs propres distincts donc f est diagonalisable.



1
|!f||14;/: e < 15l

' 1/2
£, € ( / ||f||i;) < IfIL.

Posonis f(x) = 2", || full o = 1 alors que [[f.||, = 25 =+ 0et
| falla = TFE:J_H' = (). Les pormes ne sont done pas dquivalentes.
b) Par 'inégalité de Canchy-Schwars -
1
( mFm)
ik

1 i
flxlﬂr”di:;(f M:)
(] h]

Pour fulz) = v2n 4 13", || fally = 1 et || fuly = -"ﬁ =4 (1, los normes ne sont
done pas équivalentes,

___________________-———"—'——_-

) Sans difficultds.
b) Ona Ny f) = Nalf) car

el

172 1,2

done

FE < 1) +| f'[f]d!‘ < O]+ Jx| sup |F]

| Jig [=1,1]

et sans diffieultés on a aussi Ny( f) < 2N, (f).

Posons
Jalz) = =*
Ona Ni(fo)=L1 Nelfu)=net Na(fn) = "f_l.

On en déduit que les normes Ny et Ny d'une part, Ny ot Ny dantre part, ne sont
pas dquivalentes.



L'application N i R" =+ R* est bien définie car toute fonction continue sur le
segment [(1, 1] v est bornée
La liberté de la famille (fi...., fa) est une condition nécessaire car, sinon, une

relation linéaire sur la famille { f..... I ) détermine un r-uplet (zy..... x,) non
nnl tel gue Nz, ...2,)=0.
Inversement, supposons la famille {(fy.. ... ;) libre.

Solemt ACR, s =(x1,.... 20 ) ER" et vy = [y, .- i) & B".
SiN{z)=0alors zyfy ++ -+ 2. f;, =0et done (zy,...,2,) = (0,. .., 0} car
l::.lrt'."'"fll] libre.

Nixe) = flazifr + -+ denfull o, = Az fo + -+ xafu)ll. = |M V().
Nig+g)=lxr+mbf + -+ (xa + !F'H}fr-lu.;.;. =

My fi oo rnfo) + (@ fi + -+ ol = Niz) + Niy).
Finalement N est une norme sur B"



————— s e e

Notons (e1,....eq) la base canonique de K",
Si N est une norme alors

Niegj)=a; >0
Il est done nécessaire que les ay. ..., iy, Sotent tous strictement positils pour que
N =0l une norme.
Inversement. SUPPOSGIE (e les ay. ... .0 sont tous strictement puﬁitif’s-

L'application N est alors & valeurs dans R,

La relation N{Az) = |A| N(x) est immeddiate.

Puisque les a; sont positifs, on a Nz + y) < Ni(r) + N(y) car

a; |2y + il £ e 2] + a lwil

Enfin, si N(x) = 0 alors par nullité d'une somme de quantités positives
Yie{l,....,n}.o;lx;] =0

done
Yie{l,....n} . 2;,=10

Le. =)



Corrections

a)Solt z e E.Six = 0 alors Ny(&) = Nolr) = 0. Sinon ;
Posons gy = Tﬁr_l Onagye 8 C By done Naly) < 1 d'oit Na(z) < Ny(z).
De manitre symdétrigque Ni{e) < Na(x) puis Uésalité.
b} On reprend la démarche cldessus & partic de
x

y= Ny (_Jll = £

aver & > 0 pour oltenir Na(r) < Ni(z) + £ avant de faire tendre 2 vors 0,

ot en vertu de e gui précéde

NEN(FY
N{f) + Nig)

NiglN{g™)

N+ +9)7) < N(f)+ Nig)

qui donne

NS
N} + Nig)

- Nigl
N Nif+a™ ) < M 4 — M= M
f+aN{f+a)7) = N+ M@

AN
M = max{ N[ [IN{ Y, NN (g™ )

I

a) Par réduction an méme dénominntenr

_oavle & ) 4 bl 4ow) — u

wrrlte 4 )

gu'on pent réderie

N {4/ - VI + (o + b+ 2¢ab — Due

13 1
W =

=ls

.|

LT T wvle 4 w)
et si /o + VI =1 alors

a b 1 (yfan \,f"hu}*

ek e B
b)
; ot Lo T e X
M+ = [ mmem e[ Tm “’.[. 5 =N 4 ™)

g donne Uindgalité voulue avec

_N(PE L, Nigp®
DGR

(N + Ng))?
qui sont tels que /@ + B = 1.
¢) Par Uinégalité triangulaire

NI+ NS+ )7 ) < (NOO + NN + 907"

g PN



