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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Combien un systéme linéaire peut-il avoir de solutions ?
Démonstration: Démontrer que le produit matriciel (en cas d’existence) est associa-
tif.

Résoudre les systémes suivants :

—y+2z+4 3t 0 r+3y—7z+2t =1
2 +2y—=z = 0 , 25 =p 2y = 2 ap s =0
S — g2z — % — P 15— — %% =0 — —1l
5 +y+z2—-2t =1 x+Ty—4z+t =3
0 1 —1
Soient A= | —3 4 —3 | et I3 la matrice unité de taille 3.
-1 1 0

1. Calculer A% puis trouver a, b € R tels que A% = aA + bls.
2. Soit n € Net P= X" —2X" — X 2.
(a) Montrer que P admet deux racines évidentes. Sin € N*, montrer que ces racines
sont simples.
(b) En déduire un polynéme de degré 2 qui divise P.
3. En déduire que, pour tout entier naturel n, A"t — 24" — A 4 23 = 0.

4. Pour tout entier naturel n, on pose G, = A" + A — 213. Trouver une relation de
récurrence entre G, .1 et GG,,, puis en déduire A™ en fonction de n.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Donner le terme générale de AB avec A et B deux matrices.
Démonstration: Transposée d’une somme, produit, inverse.

Résoudre les systémes suivants en fonction de la valeur de m.

2+yt+—2z=1 r+y+mz=0
1. Jz+y—z=1 . 2. +my+2=0
T—2y+2z=m mr+y+z=0
2 11
On considére la matrice A= |1 2 1
11 2
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe des entiers naturels z,, et y, tels
que :
xn yn yTL
A" = Yn Tn Yn
Yn Yn Tn

2. Montrer que la suite (2, — yn)nen €st constante et déterminer la valeur de x,, — y,
pour tout entier naturel n.

3. En déduire une relation entre x,.; et z, valable pour tout entier naturel n, puis
déterminer x,, en fonction de n.

4. En déduire 'expression de A™ pour tout entier naturel non nul n.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Matrices et opérations élémentaires : quelques explications...
Démonstration: Démontrer que le produit de deux matrices triangulaires supérieures
est une matrice triangulaire supérieure.

(c+3y—T2+2t =1
27 = 2y = 2 A i =
rT—y—2z+t = =1
T+ Ty—4z+t =3

1. Résoudre le systéme < d’inconnue (z,y, z,t) € C*.

(28 +ay+2 =5
2. Résoudre le systéme ¢ z? — 2° =0 d’inconnue (z,y,z) € R3.
(6 +5y+22 =13

1. Soit B la matrice d’ordre 3 remplie de 1. Calculer B* pour tout entier naturel .
2. Proposer trois fagons différentes de prouver que B n’est pas inversible.

3. Pour tout réel ¢ de | — 1, 1[, on pose :

P 1 ¢t
T yi—e\t 1)
(a) Montrer que, pour tout (¢,¢') dans | —1,1[%, il existe s dans | — 1, 1] tel que :

As = At X At/.

(b) En déduire que A; est inversible et donner son inverse.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Combien un systéme linéaire peut-il avoir de solutions ?
Démonstration: Démontrer que le produit matriciel (en cas d’existence) est associa-
tif.

Résoudre les systémes suivants :

—y+2z+4 3t 0 r+3y—7z+2t =1
2 +2y—=z = 0 , 25 =p 2y = 2 ap s =0
S — g2z — % — P 15— — %% =0 — —1l
5 +y+z2—-2t =1 x+Ty—4z+t =3
0 1 —1
Soient A= | —3 4 —3 | et I3 la matrice unité de taille 3.
-1 1 0

1. Calculer A% puis trouver a, b € R tels que A% = aA + bls.
2. Soit n € Net P= X" —2X" — X 2.
(a) Montrer que P admet deux racines évidentes. Sin € N*, montrer que ces racines
sont simples.
(b) En déduire un polynéme de degré 2 qui divise P.
3. En déduire que, pour tout entier naturel n, A"t — 24" — A 4 23 = 0.

4. Pour tout entier naturel n, on pose G, = A" + A — 213. Trouver une relation de
récurrence entre G, .1 et GG,,, puis en déduire A™ en fonction de n.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Donner le terme générale de AB avec A et B deux matrices.
Démonstration: Transposée d’une somme, produit, inverse.

Résoudre les systémes suivants en fonction de la valeur de m.

2+yt+—2z=1 r+y+mz=0
1. Jz+y—z=1 . 2. +my+2=0
T—2y+2z=m mr+y+z=0
2 11
On considére la matrice A= |1 2 1
11 2
1. Montrer que, pour tout entier naturel n, il existe des entiers naturels z,, et y, tels
que :
xn yn yTL
A" = Yn Tn Yn
Yn Yn Tn

2. Montrer que la suite (2, — yn)nen €st constante et déterminer la valeur de x,, — y,
pour tout entier naturel n.

3. En déduire une relation entre x,.; et z, valable pour tout entier naturel n, puis
déterminer x,, en fonction de n.

4. En déduire 'expression de A™ pour tout entier naturel non nul n.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Matrices et opérations élémentaires : quelques explications...
Démonstration: Démontrer que le produit de deux matrices triangulaires supérieures
est une matrice triangulaire supérieure.

(c+3y—T2+2t =1
27 = 2y = 2 A i =
rT—y—2z+t = =1
T+ Ty—4z+t =3

1. Résoudre le systéme < d’inconnue (z,y, z,t) € C*.

(28 +ay+2 =5
2. Résoudre le systéme ¢ z? — 2° =0 d’inconnue (z,y,z) € R3.
(6 +5y+22 =13

1. Soit B la matrice d’ordre 3 remplie de 1. Calculer B* pour tout entier naturel .
2. Proposer trois fagons différentes de prouver que B n’est pas inversible.

3. Pour tout réel ¢ de | — 1, 1[, on pose :

P 1 ¢t
T yi—e\t 1)
(a) Montrer que, pour tout (¢,¢') dans | —1,1[%, il existe s dans | — 1, 1] tel que :

As = At X At/.

(b) En déduire que A; est inversible et donner son inverse.



