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EXERCICE 34 analyse

Enoncé exercice 34

Soit A une partie non vide d’un R-espace vectoriel normé FE.

—_

. Rappeler la définition d’un point adhérent a A, en termes de voisinages ou de boules.

[\

. Démontrer que : x € A <= 3(2,,)nen telle que, Vn € Nz, € Aet lim z, = z.

n—-+oo

3. Démontrer que, si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace vectoriel de F.
4. Soient B une autre partie non vide de E. Montrer que A x B = A x B.

Corrigé exercice 34

On note || || la norme sur E.

1. Soit A une partie non vide de F.
V(a) désigne ensemble des voisinages de a.
Vr >0, Bo(a,r) désigne la boule ouverte de centre a et de rayon r.

Soit a € F.

a€A < VVeVi), VNA#D.
Ou encore :

a€A < Vr>0, Bo(a,r)NA#.

2. Soit z € A.
Prouvons que 3(z,, )nen telle que, Vn €N, z, € Aet lim =z, =x.

n——+00
Par hypothese, Vr > 0, By(a,r) N A # 0.
1
Donc Vn € N*, Bo(z, —) N A # 0.
n

1
C’est-a-dire Vn € N*, Jx,, € Bo(x,—) N A.
n
On fixe alors, pour tout entier naturel n non nul, un tel z,,.
1
Ainsi, la suite (@, )nen- est une suite a valeurs dans A et Vn € N*, ||z, — 2] < —.
n

C’est-a-dire la suite (x,)nen+ converge vers .

Soit « € E. On suppose que (2, )nen telle que Vn € N, 2, € A et lim =z, = x.

n—-+oo
Prouvons que z € A.
Soit V € V(z). Alors, 3e > 0 tel que By(z,e) C V.
On fixe un tel e strictement positif.
lim z, =2 donc 3N € Ntelque Yn e N, n > N = ||z, —z|| <e.

n—-+oo
On fixe un tel entier N.

Donc, comme (z,,) est a valeurs dans A, on en déduit que Vn € Ny n > N = z,, € Bo(z,e) N A.
Or By(z,e) CV,doncVn e Ny n > N = 1z, € VN A, c’est-a-dire VN A # (.
On peut en conclure que z € A.
3. ACEctOpeAcarOg € Aet AC A.
Soit (z,y) € ([1)2 et A e K.
D’aprés 1., 1l existe deux suites (z,,) et (y,) d’éléments de A convergeant respectivement vers z et y.
On a alors lim (x, + Ayn) = = + Ay.
n—+4oo
Or A est un sous-espace vectoriel de E et ¥n € N, (x,,,y,) € A% | donc z,, + My, € A.

On en déduit que la suite (Zn + AYn)nen est & valeurs dans A et converge vers x + Ay.
On a bien = + Ay € A.
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4. On a les équivalences suivantes, pour tout (z,y) € E? :

(@.y) €Ax B = H(wn,yn)Inen € (Ax B)Y, lim (zn,yn) = (2,9)
— 3((xn)n€N7 (yn)neN) €A x B, ngr_{}w Tp=x et HEI_EOO Yn =Y
— <E|(xn)n€N € AN7 nll)rfoo Ty = 1’) et (a(yn)nGN € AN? ngrfoo Yn = (E>
— xc€Aet ychB
<~ (w,y) € AxB.

On en déduit I’égalité d’ensembles A x B = A x B.
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EXERCICE 37 analyse

Enoncé exercice 37

On note F D'espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R.

On pose :Vf € FE, Noo(f) = sup |f(x)] et Ny(f /|f )|dt.

z€[0;1

1. (a) Démontrer que Ny, et N1 sont deux normes sur E.
(b) Démontrer qu’il existe k& > 0 tel que, pour tout f de E, N1(f) < kNoo(f)-
(¢) Démontrer que tout ouvert pour la norme N; est un ouvert pour la norme N

2. Démontrer que les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.

Corrigé exercice 37

1. (a) Prouvons que N4 est une norme sur E.
YV f € E, |f]| est positive et continue sur le segment [0, 1] donc f est bornée et donc N (f) existe et est
positive.
i) Soit f € E telle que Noo(f) = 0.
Alors, Vt € [0,1], | f(t)] =0, donc f = 0.

ii) Soit A € R. Soit f € E. Comme |A| > 0, on a par positive homogénéité de la borne supérieure

Neo(Af) = sup [Af(x)] = sup |A[[f(z)| = [A] sup [f(2)] = |A|Noo(f)-

x€[0;1] z€[0;1] z€[0;1]

iii) Soit (f,g) € E%

vVt e [0,1L1(f + 9] < [f(E)] +[9(t)] < Noo(f) + Noc(9)-
Donc Noo(f 4 9) < Neo(f) + Noo(9).

On en déduit que N, est une norme.

Prouvons que Nj est une norme sur E.

YV f € E, |f| est continue et positive sur [0, 1] donc Ny (f) existe et est positive.

i) Soit f € E telle que N1(f) = 0.

Or | f] est continue et positive sur [0, 1], donc |f]| est nulle.

C’est-a-dire f = 0.

ii) Soit A € R. Soit f € E.
1 1

MH) = [ rolde = [ 1701 = V).

0 0
iii) Soit (f,g) € E2.
Viel0,1], |(f+9)@®)| <I|f(@)]+ |g(t)|- Donc, par linéarité de l'intégrale, N1(f + g) < N1(f) + N1(g).

On en déduit que N; est une norme sur F.

1 1
(b) k=1 convient car, V f € E, N1(f) :/0 ()] dt < /0 Noo(f)dt = N (f).

(¢) L’application identité de E, muni de la norme N, vers E, muni de la norme N7, est continue car
linéaire et vérifiant V f € E, N1(f) < kN (f).
L’image réciproque d’un ouvert par une application continue étant un ouvert, on en déduit que :
un ouvert pour la norme N7 est un ouvert pour la norme N.
On peut aussi raisonner de fagon plus élémentaire par inclusion de boules et retour a la définition d’un
ouvert.

2. Pour f,(t) =t", ona N,(f,) = (fn)

Na(f)
et Noo(fn) =1, donc nll}rfoo ™) +00.

n+1
Donc ces deux normes ne sont donc pas équivalentes.
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EXERCICE 75 algébre

Enoncé exercice 75

1 3

1. Démontrer que A n’est pas diagonalisable.

On considére la matrice A = <_1 _4> .

2. On note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.

Trouver une base (v1,v2) de R? dans laquelle la matrice de f est de la forme (g l;)

On donnera explicitement les valeurs de a, b et c.
¥ =—x—4y

3. En déduire la résolution du systéme différentiel ,
Yy =x+3y

Corrigé exercice 75

1. On note x4 le polynéme caractéristique de A.
On obtient, aprés calculs, x4 = (X — 1)2, donc SpA = {1}.
Si A était diagonalisable, alors A serait semblable a Iy, donc égale a Is.
Ce n’est visiblement pas le cas et donc A n’est pas diagonalisable.

2. xa(X) étant scindé, A est trigonalisable. F1(A) = Vect <<_21>>
Pour v; = (2,—1) et v2 = (—1,0) (choisi de sorte que f(v2) = va + v1) on obtient une base (v1,v2) dans

laquelle la matrice de f est T = ( (1) 1 )

3. Ona A= PTP ! avec P= _21 _01

x a
Posons X = < ) et Y =P71X = (b)
Yy

Le systéme différentiel étudié équivaut a I’équation X’ = AX qui équivaut encore , grace a la linéarité de la
dérivation, a I’équation Y’ =TY .
ad=a+b a(t) = Xe' + ute
b =0 b(t) = pe
Enfin, par la relation X = PY on obtient la solution générale du systéme initial :
2(t) = (@A — 1) + 2ut) !
y(t) = (A —ut)e’

Cela nous améne a résoudre le systéme de solution générale {
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a) Soit r € R. Puisque
[27z]
Eﬂ
avec uy € D, la partie D est dense dans K.

uﬂ=

—+ I

b) Supposons que f s’annule en 0 et 1.

(f(—=) + f(z)) = £(0)

B ] =

done la fonctionf est impaire.

Par récurrence double, montrons ¥n € M, f(n) = 0.
Pourn=0oun=1:0k

Supposons la propriété établie aux rangsn > let n— 1= (.

donne en vertu de I'hypothese de récurrence @ f(n 4+ 1) = (.
Récurrence établie.



Par l'imparité
VpeZ f(p) =0

Par récurrence sur n € M, montrons

\a’pEE,f(%)=D

Pour n =0: ok
Supposons la propriété établie au rang n € Z.
Soit p e &,

() =1 (3(0+3)) =3 (10 +1(F)) w8

Récurrence établie.
Puisque f est continue et nulle sur une partie

Dz{%mez,neﬁ}

dense dans R, [ est nulle sur R.

Posons 7 = f(0) et a = f(1) — 4.

La fonction g: r = f(r) — ar + J est continue et vérifie la propriété

9(552) = 560 + 9)

donc g est nulle puis f affine.



a) Soit z € E. Si x = 0 alors N1(z) = Na(x) = 0. Sinon :
Posons y = N[ ok On a y € By € By donc Na(y) < 1 d'oit No(z) <
De maniére symetrique Nq(x) £ No(x) puis Pégalite.
b} On reprend la démarche ci-dessus a partir de
- I 3
~ Ni(z) +¢e

Ny (z).

avec £ > () pour obtenir Na(x) < Ni(z) + = avant de faire tendre = vers 0.



1. On calcule le polynéme caractéristique de f. On trouve Py(X) = (1 — X)?(2 — X). Puisquil a
toutes ses racines dans &, I'endomorphisme f est trigonalisable.

2. Pouru = (z,y,2),o0na

.4 =3
-

flu) =u — —T+yt+z =
r—y =

= = ==

Une base de ker( f — I) est donc donnée par le vecteur (1,1, 0).

3. Ona f(v) = (1,1,1) doi f(v) —v=u.

4. On cherche I'espace propre associé a la valeur propre 2. On a, pour w =

—Tr4z =
flw) =2w — —r 4z =

r—y—z =

0
0 —
0

= N

)

= N

o

I
M

I
=

= I

Le vecteur w = (1,0, 1) est donc un vecteur propre de f associé a la valeur propre 2. On vérifie
facilement que la famille (u, v, w) est une famille libre de 2* donc une base. La matrice de f dans

cette base est donnée par

D =
o S e N



Le polynime caractéristique y 4(X) = (X — 1)? est scindé donc A est

trigonalisable.
(n a
| 0
Eq(A) = Vect 1 N
) 1
et puisque
() 0 () ()
AlO0]|=]-1]=[|0]+]| -1
1 2 1 |
ona A= PTP! avec
1.4 0 1 0O 0
T'=101 1 eteP=] 0 —1 0
0 @ 1 0 1 1

Notons A la matrice étudiée.
Aprés caleul, son polynime caractéristique est y 4 = (X — 9)%.
Celui-ci est scindé et par conséquent la matrice 4 est trigonalisable.
Apres resolution

Eg(A) = Vect (1.1, —1/2)

dimEg(A)=1et X3 ="( 1 1 —1/2 ] est vecteur propre. Complétons ce
vectenr en une base et considérons la matrice de passage associée

1 0D 0
= 1 1 0
-1/2 0 1
Omn a
9 -5 =2



Considérons alors la sous matrice

12 —6
A=
(32 @)
de polynime caractéristique (X — 9)% car y4(X) = (X — @)y (X). Aprés

réezolution
Eq(A"} = Vect(1, 1/2)

Considérons la matrice de passage

F“(l;ﬂ ‘1])

{na
(PYA'P = ( = )
Enfin, pour
] ()
Q = 1 X ()
—1,:’2 1,-’2 1
on obtient

g ~f 8
Ql'AQ=| 0 9 -6
00 9



