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EXERCICE 21 analyse

Enoncé exercice 21

1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
2. Soit (an),cy une suite bornée telle que la série Z a, diverge.

Quel est le rayon de convergence de la série entiére E an,z"™ 7 Justifier.

1" 1
3. Quel est le rayon de convergence de la série entiére Z (\/ﬁ)( YV n (1 + \f) 27
n
n=1

Corrigé exercice 21
1. Soit Z anz" une série entiére.
Le rayon de convergence R de la série entiére Z anz" est Punique élément de RY U {+o0o} défini par :
R =sup{r >0 /(a,r™) est bornée}.
On peut aussi définir le rayon de convergence de la maniére suivante :
IR € RT U {400} tel que :
)VzeC, |z] < R= Z anz" converge absolument.
ii)Vze€C, |z2| >R = Z anz" diverge (grossiérement).
R est le rayon de convergence de la série entiére Z an2" .

Pour une série entiére de la variable réelle, la définition est identique.

2. La série numérique Z a,z" diverge pour z = 1.
Donc R< 1. (%)

De plus, la suite (a,)nen étant bornée, la suite (a,1")nen est bornée.
Donc 1 € {r > 0 /(a,r™) est bornée}.
Donc R > 1. (**)

D’apres (*) et (**), R = 1.

_1n 1
3. Notons R le rayon de convergence de Z (\/ﬁ)( Y n <1 + \/ﬁ> z".
n>1

On pose, Vn € N*, a,, = (\/ﬁ)(fl)n In (1 + \/173)

1 1
VvneN"a,>—n(l+—|=b,.
1 1 . .
Or b, fodin et Z -~ diverge donc Z b, diverge.
n>1 n>1
Donc, par critére de minoration pour les séries & termes positifs,z ap diverge .  (**%)
n>1

1
De plus, Vn € N*, |a,| = an, < vnln 1+ ) <1lcarVael0,+oof, In(l+2) < .

vn
Donc (an)nen est bornée.  (¥***)

D’apres (***) et (****), on peut appliquer 2. et on en déduit que R = 1.

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 38


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 24/01/2025

EXERCICE 22 analyse

Enoncé exercice 22

1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres ? Le démontrer.

2. Développer en série entiére au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction
firoz—h(Q+2)+In(l-22).

1 1 1
La série obtenue converge-t-elle pour x = 7 Tx= 3 7Tx= —3 ?

En cas de convergence, la somme de cette série est-elle continue en ces points ?

Corrigé exercice 22

1. On note R, et R} les rayons de convergence respectifs de Z anz" et Z bpz".
On note R le rayon de convergence de la série entiére somme de Z anz" et Z b,z", c’est-a-dire le rayon

de convergence de la série entiere Z(an +by)2".

On a toujours R > min(R,, Rp).

De plus, si R, # Ry alors R = min(R,, Rp).
Preuve :

On suppose par exemple que R, < Rp.

Premier cas : R, = 0.

R >0 = min(Rqy; Ry).

Deuxiéme cas : R, > 0.

Soit z € C tel que |z| < min(Rg, Rp) = R,.

Comme |z| < R, alors Z anz" converge absolument.

De méme, comme |z| < Ry, alors Z by 2™ converge absolument.

De plus, Vn € N, |(apn, + by)2"| < |anz™| + [bnz™]. (%)

Or Z (lanz"| 4 [bnzn|) converge car somme de deux séries convergentes.
Donc, par critére de majoration pour les séries a termes positifs et en utilisant (*), on en déduit que
Z [(an + by)2"| converge, c’est-a-dire Z(an + by,)2" converge absolument.
Donc |z| < R.

On a donc prouvé que V z € C, |z| < R, = |2| < R.
Donc R > sup([0, R,[), c’est-a~dire R > R, = min(Rq, Rp). (**)

On suppose maintenant que R, # R}, c’est-a-dire R, < Ryp.

Soit z € C tel que R, < |z| < Ry.

|z| < Ry, donc Z bpz" converge.

|z| > R,, donc Zanz" diverge.

Donc Z(an + b,)z" diverge (somme d’une série convergente et d’une série divergente).
On en déduit que |z| > R.

On a donc prouvé que Vz € C, R, < |z| < Ry = |2| > R.
Donc R < inf(JR4, Rp[), c’est-a-dire R < R, = min(R,, Rp). (***)

Donc, d’aprés (**) et (***), R = min(R,, Rp).
2. Pour |z| <1, In(1+2)= f (—1)n-t x"
: ) - T .
n=1
1 T2 on
Pour |z| < 3 In(1—22) = — Z ;xn

n=1
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1)77,71 _9n

1
" vaut —.
n 2

D’aprés 1., le rayon de convergence de Z (=
n>1

11
Donc le domaine de validité du développement en série entiére a l’origine de f contient } 55 { et est

t d 1
contenu dans |—=, = |.
2’2
+oo -1 n
1 )= =2
Et, pour |z| < =, f(z) = (=1 ™.
2 n
n=1
1
Pour z = -
4
(_l)n—l _9n
la série entiére Z z™ converge en 1
n>=1 n
De plus, la somme d’une série entiére de la variable réelle est continue sur son intervalle ouvert de
convergence.
+oo -1
1 1 —n==2" 1
Donc, comme || < =, alors z — Z #x" est continue en -.
2 n 4
n=1
1
Pour z = 5 :
. . (-t —2n . , 1 ,
la série entiére Z " diverge car elle est la somme d’une série convergente (5 appartient au
n>1 "
-1 n—1
disque de convergence de la série entiére Z Lz") et d’une série divergente (série harmonique).
n>1
1
Pour z = —5 ¢
. . (=1)nt—2n 1 .
la série entiére Z ™ converge en —7 comme somme de deux séries convergentes.
n>=1 n
En effet :
(=1t 1\" 1 . . . .
D’une part, Z — |73 converge car —5 appartient au disque de convergence de la série entiére
n>1 n
-1 n—1
n
n>1
D’autre part,
2" [ 1\" (=" o s L - ) o
Z ——{-3) =~ Z ~—— converge d’apreés le critére spécial des séries alternées ( la suite (- )pen-
n n ’
n>=1 n>1

est bien positive, décroissante et de limite nulle).

La continuité de la somme de la série entiére en ce point est alors assurée par le théoréme d’Abel radial.
Remarque :

Soit Z a,x" est une série entiére de rayon R > 0.

On note f la somme de cette série entiére sur son domaine de convergence.

La version du théoréme d’Abel radial au programme assure que :
+oo

+oo
si E an,R"™ converge alors lim E apx™ = g a,R"™.
>R~
n=0 n=0

n

En considérant la fonction la fonction z — f(—z) qui est la somme de la série entiére Z(—l) anz™ (de

rayon R), on a immédiatement l'extension suivante :

—+oo +oo
si Zan (—R)" converge alors lim Z apx™ = Z an (—R)".
=0 n=0

r——R*
n—=
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EXERCICE 23 analyse

Enoncé exercice 23

|ant1]

Soit (an),,cy une suite complexe telle que la suite ( o]
an

) admet une limite.
neN

1. Démontrer que les séries entiéres g ap,x™ et g (n+ 1)a,+12™ ont le méme rayon de convergence.

On le note R.
+oo
2. Démontrer que la fonction z — Z anx" est de classe C! sur l'intervalle | — R, R|.
n=0

Corrigé exercice 23

1. Posons : Vn € N, b, = (n+ 1)an41.
Notons R le rayon de convergence de la série entiére Z anx”.
Notons R’ le rayon de convergence de la série entiére Z bpx™.

|an+1| _

Par hypothése, lim =1.

li
, n—oo |ay|
Donc R = 7 (*)

avec R = 400 dans le cas £ = 0 et R = 0 dans le cas ¢ = +c0.

b1 _n +2  |anso
[bn | n+1 " |aps1]
|bn+1| -

Donc nhHH;O o] =1

1
Donc R = 7 (**).

De plus,

D’aprés (*) et (**), R’ = R.
2. Soit R le rayon de convergence de Z anx™.
On pose, Vn e NVa € |-R, R|, fn(z) = apz™.
Soit r € [0, R[. On pose D, = [—r,7].
i) Z fn converge simplement sur D,..
ii) Vn € N, f, est de classe C! sur D, .
iii) Z f est une série entiére de rayon de convergence R.
En effet :

Z fh= Znanx”_l = Z(n + 1)ay 12" et donc, d’apres 1., Z /), a pour rayon de convergence R.

Donc, d’aprés le cours, E /), converge normalement donc uniformément sur tout compact inclus dans
|- R, R[, donc converge uniformément sur D,..

+oo
On en déduit que Vr € [0, R[, S : 2 — Z anz" est de classe C* sur D,..

n=0

Donc, S est de classe C! sur |- R, R|.
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Puisque |z| < 1, on peut écrire par sommation géométrique

1 s S
B 2.11-.-1k
1_zzn+T T =
k=0
et donc
4o T e
> o Z Z REY DA
S o
n=>0 ! - n=0 k=0

Tout entier naturel non nul p s’écrit de facon unique sous la forme
p=2"(2k+1) avec n,k e N

On peut donc affirmer que M* est la réunion des ensembles deux A deux disjoints
suivants

Ay = {2%(2k + 1)/k € N}

Puisque la famille (7)p=n+ est sommable, on peut sommer par paquets et écrire

+oe oo
Z 250 30 D 3 D
n=0mcAdn n=0 k=0

Finalement

2!1.

+oo +aa

z _ ro_ 4
2L
n=I0 p=1




Série entiere et série entiere dérivée ont méme rayon de convergence. Etudions
alors le rayon de convergence de > cos((n + 1}a)z™. (cos((n + 1)a)) est bornée
donc R = 1 et ne tend pas vers 0 donc R < 1 et finalement R = 1.

d(n) /U donc Kg < 1d(n) £ n et le rayon de convergence de 3 nz™ étant égal a
nzl
1 on a aussi H; = 1. On peut conclure B; = 1.



La suite (a,) est bornée mais ne tend par vers 0 (car +/3 n'est pas un nombre
décimal).

Par conséquent, pour tout |z| < 1, la série numérique ¥ a,z™ converge car son
terme est dominé par le terme sommable z".

En revanche 3" a,1™ diverge car (a,) ne tend par (.

On peut conclure que le rayon de convergence de la série entiére vaut 1.

On vient de voir que la série diverge grossiérement pour x = 1, il en est de méme
pour x = —1.

On conclut que 'intervalle cherché est

]_1!1[



a) un(z) = “;—;{'—13“. Pour tout z # 0, %l — % donc R =3.

b) un(z) = 2"~ Pour tout z € C, nu, (z) = 0 donc R = 4o0.

¢) un(z) = B222 Pour tout z # 0, u;*Er;']l} = ]“E]’::U {nil]‘ |z| - |z[ done
R=1

d) u,(z) = 2, z*". Pour tout z # 0, “;:E}E;] — i“::‘}'n |z]* = e|z]* donc

R= ‘”3.

a) un(z) =mnlz". Pc:ur tout = # 0, }“LJrEi]z_]

n

(n+ 1) |z| = 4oc donc R =10.

b) u,(z) = z™. Pour tout z # 0, '-“;—Ez(f] = 'JE“;:"E_]‘_[E}’.E"'U || — 4 |z| done
n mn

R=1/4.

c) u,(z) = T[%'F‘}l;z" Pour tout z # 0, “;:Ez[]z] {3“+3}Eiﬂ+‘?][3“+h lz] = 27|z

donc R = 1/27.

In{nd1} Inm

d) “V/AFT— i =ewninntl) _klnn — ohlnn (5252 _ 1) or
lipn n4t1 Inint+1 Inn __ Inn lﬂ{1+1-'rﬂ}l Inn
exnn 5 1 done “WnFI— {n~ 2oLl — e meE) v e — T

Par suite R = 1.

a) Posons

8 1 sin est un carré
0 sinon

(2r) ne tend par vers ) donc R £ 1 mais (a,) est borné donc R = 1. Finalement
H=1

b) Posons a, = sinn.

(an) ne tend par vers 0 donc R < 1 mais (an) est borné donc R = 1. Finalement
H=1

c¢) Posons a, = (sinn)/ nZ.

(ar) est bornée donc R = 1.

Pour |z| > 1, la suite (5’"“ |2] ) ne tend pas vers 0 car la suite (sinn) ne tend
pas vers (. On en deduit R < 1 et ﬁna.iement =1



Notons R’ le rayon de convergence de ¥ a, 2°"

Pour |z| < VR, |2%| < Ret donc ¥ an(2%)" = ¥ an2™™ est absolument
convergente.

Pour |z| > VR, |22I > Ret donec ¥ a,(2?)" =Y a,2?" est grossiérement
divergente.

On en déduit B’ = v/R.

. . ——

Montrons par double inégalité que le rayon de convergence B de ¥ a2z™ vaut

R = R?

Soit |z| < R.
Puisque la série numérique > anz™ est absolument convergente, on a anz™ — 0 et

donc a22?" — 0.
Or pour |Z| > R', on sait que la suite (a2Z™) n'est pas bornée. On en déduit

|2 = R' et donc
R<vVR

|z

Soit |z| < V.

On a |z| < R' et donc |a2z®"| = 0 puis |a,2"| — 0. On en déduit |z| < R et donc

vR' = R



a) On a |b,| < |a,| donc R 2 R.On a |b,| <1donc R' > 1

b) Si R’ > 1 alors b,, — 0 et puisque |b,| = 1_'[:|’L‘h|n| donne |a,| = Il_%l—l, on obtient
an = O(|by|) donc R = R'.

Par suite R = R’ d’'on R’ = max(1, R).

c) Si R' =1alors 1> R et R’ = max(1, R).




