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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Définir les suites extraites et citer le théoréme de Bolzano-
Weiersrass
Démonstration: Unicité de la limite.

Pour tout i € [1,4], étudier la convergence de (u;,)nen+ suite définie par : Pour tout
n € N*, on pose :

1. uy, =Vn?2+3n—vn?+2n 3. uzp, = In(n + 1) — In(n)
n—1
5 . _ 2= 3" +sin(n) n u4’n222’f+1
o 2n — 2n I 3n — n

On définit les suites (Hy),, c y+» (¥n)p e ne €6 (Vn), ey« PAT :

(Hn)neN* = (Z %)

k=1

et (Un)nen = (Hp —In(n + 1) )nen+ €t (Un)nens = (Hy — ln(n))neN*.1

1. Montrer que, pour tout entier n non nul, on a : Hy, — H,, > >

2. En déduire la limite de la suite (Hy,),, o -
3. Montrer que, pour tout entier réel x strictement supérieur & —1,on a : In(14+z) < .

4. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, on a :

1 <1 1+1 <1
n — ] < -
n+1 = n n

5. Montrer que, pour tout entier n non nul, on a :

1 In{1+ L t 1 | 1+1
Upt1 — Uy = —In et vpy1 — Uy = —In — .
+ n-+1 n+1 + n+1 n

6. Déduire de la question précédente la limite de la suite (Hs, — H,,)

n € N**
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Donner la définition de lirf (un) = 400 avec des quanti-
Nn—r—+00

ficateurs.
Démonstration: (ug,)nen €t (U2ni1)nen : lien avec la limite de (uy,)nen-

Soit (Un)nen €t (Un)nen les deux suites définies par : ug = 1,v9 = 2 et, pour tout entier

1 Uy, + Uy,

naturel n, =— 4+ — et v, =
Up+1 Up, Up

1. Montrer que u,, > 0, v, > 0 et u, < v,.

. Soit n un entier naturel.

2. En déduire que la suite (u,),en est croissante, la suite (v,)nen est décroissante et
qu’elles convergent vers la méme limite.

3. Etudier la suite (Un X Up)nen et déterminer la valeur de la limite commune de
(un)nEN et (Un)neN-

On va établir de deux fagons différentes la convergence de (a,),eny qui est une suite

. 2 .
bornée vérifiant : a, 19 < —a,41 + —a, pour tout entier naturel n.

1. Démontrer le résultat dans le cas ol on a une égalité.

2
2.(a) Pour tout entier naturel n, on pose : b, = a,.+1 + §a”' Montrer que (b,)nen
3
converge vers un réel b. On pose a = gb.

(b) Soit € € R%.. Montrer que |a,+1 — a| < ; la, — al —l—% a partir d'un certain rang.
(c) En déduire la convergence de (ay,)nen-

3. On va établir & nouveau ce résultat. On pose ¢y = ¢, avec ¢ la limite d’une suite
extraite convergente de (ay,)nen, €t ¢,i1 = =(b — ¢,) pour tout entier naturel n.

Montrer que (¢,)nen est bien définie et bornée, expliciter (¢, )nen et conclure !
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Explicitation des suites récurrentes linéaire d’ordre 2
Démonstration: Limite d’'une somme de suites réelles convergentes, de produit de
suites réelles convergentes.

Expliciter les suites définies par :
l.zg=3, 21 =5et:VneN, z,10 =2,11 — T,.

229=Lyy=2et:Vn €N, Y19 =6Yp11 — Yn-
3. to =letVne N, tn+2 = Qtn
4. ug=¢e uy=1letVn €N, uyio = \/Unsiln.

Soient a € R* et (un)nen €t (Un)nen définies par : ug = a et :

1 In(u,).

Vn € N, un+1:un+ui et v, = o

—_

. Montrer que (uy,)nen diverge vers +o00.

\)

. Montrer que (v, ),en est croissante.

w

. Calculer v, 11 — v, et en déduire que (v, ),en est majorée puis convergente. On note
L sa limite.

1 1
4. Montrer que : V(n,p) € N2, 0 < vpypr1 — Un < o In (1 + —)
n un

ot

. En déduire que nl_lgloo (exp?z#lj)) =1
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Illustration graphique des suites du type u,1 = f(uy)...
Démonstration : Unicité de la limite.

Pour tout 7 € [1,4], étudier la convergence de (u;,)nen+ suite définie par : Pour tout
n € N*, on pose :

L. w1 =vVn2+3n—vn?+2n 3. Uz, = In(n+ 1) — In(n)
n—1
5 2" — 3" +5sin(n) 4. u4,nzz2k+1
- Uy = on 4 3n £ n

On définit les suites (Hy),, ¢ nes (Un)pene €6 (Vn), e g« PAT :

(Ho)nerv = (Z %)

k=1

et (Un)nens = (Hp, —In(n + 1)) pen+ €t (V) nen = (Hy, — ln(”))neN*-l
1. Montrer que, pour tout entier n non nul, on a : Hy, — H,, > 5
En déduire la limite de la suite (H,,)

Montrer que, pour tout entier réel x strictement supérieur & —1, on a: In(14+z) < z.

n € N*x*

> 89

En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, on a :

1 1 1
KIn(l+—) < -
n+1 n n

5. Montrer que, pour tout entier n non nul, on a :

1 In(1+ L t 1 | 1+1
—In et Upy1 — Uy = —1In — .
n+1 n+1 + n—+1 n

6. Déduire de la question précédente la limite de la suite (Ha, — Hy,),, < -

Up+1 — Up =
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Théoréme de minoration, majoration, passage a la limite
dans les inégalités
Démonstration :  (ug,)nen €t (42n+1)nen : lien avec la limite de (uy,)nen-

Soit (Un)nen €t (Un)nen les deux suites définies par : ug = 1,19 = 2 et, pour tout entier
Up, + Up

naturel n, = — F — G U = . Soit n un entier naturel.

Up+1 Up, Un
1. Montrer que u, > 0, v, > 0 et u, < v,.

2. En déduire que la suite (u,),en est croissante, la suite (v,)nen est décroissante et
qu’elles convergent vers la méme limite.

3. Etudier la suite (u, x Un)nen €t déterminer la valeur de la limite commune de
(un)nGN et (Un>n€N'

On va établir de deux fagons différentes la convergence de (a,),eny qui est une suite

bornée vérifiant : a,10 < —ap1 + gan pour tout entier naturel n.

1. Démontrer le résultat dans le cas ol on a une égalité.
2
2.(a) Pour tout entier naturel n, on pose : b, = an41 + gan. Montrer que (by,)nen

3
converge vers un réel b. On pose a = Sb'

(b) Soit € € R%. Montrer que |a,4+1 — af < § la, — al —1—2 a partir d’un certain rang.
(c¢) En déduire la convergence de (ay,)nen-

3. On va établir & nouveau ce résultat. On pose ¢y = ¢, avec ¢ la limite d’une suite
extraite convergente de (ay)nen, €t Cpi1 = Q(b — ¢,) pour tout entier naturel n.

Montrer que (¢, )nen est bien définie et bornée, expliciter (¢, )nen et conclure !
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Donner la définition de lirf (un) = —o0 avec des quan-
n—r—+00

tificateurs.
Démonstration : Limite d’'une somme de suites réelles convergentes, de produit de
suites réelles convergentes.

Expliciter les suites définies par :
l.xg=3,z1=5et:VneN, z,19 =211 — Ty.

229=1Lyy=2et:Vn €N, 9,10 =6Y,11 — Yn.
3. tp=1et Vn e N, thto = 2t,,.
4 uyg=e3 u =1et Vn €N, Upro = /Uni1ln.

Soient a € R* et (un)nen €t (Un)nen définies par : ug = a et :

Vn €N, Upy = u, +u2 et v, = 7 In(u,).

1. Montrer que (u,)nen diverge vers +o0o.

2. Montrer que (v,)nen est croissante.

3. Calculer v, 41 — v, et en déduire que (v,),en est majorée puis convergente. On note

L sa limite.

1 1

4. Montrer que : V(n,p) € N2, 0 < vpypr1 — Un < = In (1 + —)
n Up,

5. En dédui I Un 1

. En déduire que lim [ ——— | =
e exp (2"L)



