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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

cf. début de 'exo 1

Banque CCINP : Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur le corps R.
On note || ||z ( respectivement || ||r) la norme sur £ (respectivement sur F).
1. Démontrer que si f est une application linéaire de £ dans F', alors les propriétés
suivantes sont deux a deux équivalentes :

P1. f est continue sur F.
P2. f est continue en Op.
P3. dk > 0 tel que : Vo € E, || f(2)||r < k2|l

2. Soit E l'espace vectoriel des applications continues de [0;1] dans R muni de la
norme définie par : ||f|loc = sup |f(z)| . On considére 'application ¢ de E dans
xz€[0;1]

1
R définie par : ¢ : f — / f(t)dt. Démontrer que ¢ est linéaire et continue.
0

Ces deux questions sont indépendantes.
1. Soient E et F deux espaces vectoriels normés et f € L(FE,F). On suppose que
pour toute suite (uy)nen tendant vers 0, (f(uy,))nen est bornée. Montrer que f est
continue.

2. Pour tout P de R[X], on pose :
+oo
Ny(P) = |PH0)] et Na(P)=Sup 11 yy(IP(D)]).
k=0

a) Montrer que N; et N3 sont deux normes sur R[X].
b

)

) Montrer que la dérivation est continue pour Nj.

(c) Montrer que la dérivation n’est pas continue pour Nj.
)

(
(

(d) N; et N sont-elles équivalentes ?
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

cf. début de 'exo 1

Banque CCINP :
1. On se place sur £ = C ([0, 1],R), muni de la norme || ||; définie par : V f € E,

1
— dt.
171 = [ 1 x
Soit w définie sur E par : Vf € E,Va € [0,1], (u(f))(z) = / f(t)dt. Montrer que
0

u est un endomorphisme continue de F et calculer |||ul|]|.

2. Soient n € N* et (ay, as, ..., a,) € R" un n-uplet non nul, fixé. Soit u définie sur
n
R™ par : w: (21, T2, ..., Tp) — Zaixi.
i=1

(a) Justifier que u est continue quel que soit le choix de la norme sur R™.

(b) On munit R™ de || ||z ot V& = (21, 29, ..., x,) € R, ||z||2 = in
k=1
Calculer ||]ul].

3. Déterminer un espace vectoriel £, une norme sur E et un endomorphisme de F
non continu pour la norme choisie. Justifier.
Remarque : Les questions 1., 2. et 3. sont indépendantes.

Ces deux questions sont indépendantes.
1. Soit E un espace normé. Montrer que N; et N5, deux normes sur F sont équi-

valentes si, et seulement si, Id g continue de (E, Ny) vers (F, N3) et continue de
(E, N;) vers (E, Ny).

2. Soient p et g deux projecteurs d’un K-espace vectoriel E, espace muni d’une norme
N. Montrer que p et ¢ sont de méme rang si : Vo € E, N((p —q)(z)) < N(z).
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Soit A = (a;;)1<i<ni<j<n- On munit R™ de || - ||oo. Montrer que :

[ A]l] = max ({Zlaml,l <i< n})
j=1

Banque CCINP : On note /2 'ensemble des suites # = (,,)nen de nombres réels telles
que la série Z xi converge.

1.(a) Démontrer que, pour = (Zy)neny € [? et ¥y = (Yn)nen € 1%, la série anyn

+oo
converge. On pose alors (z]y) = Z Tnln-
n=0

(b) Démontrer que I? est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites de
nombres réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que (-|-) est un produit scalaire dans I°.
On suppose que [? est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne
associée, notée || - |].

2. Soit p € N. Pour tout = = (z,) € [?, on pose p(z) = z,.
Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de {? dans R.

3. On considére I'ensemble F' des suites réelles presque nulles c’est-a-dire ’ensemble
des suites réelles dont tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de
termes. Déterminer F- (au sens de (-|-) puis comparer F et (Fl)L.

Soient (E,|| - ||) un espace normé de dimension finie et u un endomorphisme de F
vérifiant :
Vz € B, [[u(z)|| < |l=]]

Montrer que les espaces Ker(u — Id ) et Im(u — Id ) sont supplémentaires.



