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EXERCICE 36 analyse

Enoncé exercice 36

Soient E et F' deux espaces vectoriels normeés sur le corps R.
On note || ||g ( respectivement || ||) la norme sur E (respectivement sur F).

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F', alors les propriétés suivantes sont deux a
deux équivalentes :

P1. f est continue sur F.
P2. f est continue en Og.
P3. 3k > 0 tel que : Vo € E, || f(2)||z < k||z] 5.

2. Soit E lespace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R muni de la norme définie par :

1
Ifllcc = sup |f(z)|. On considére l'application ¢ de E dans R définie par : ¢(f) = / f)de.
z€[0;1] 0

Démontrer que ¢ est linéaire et continue.

Corrigé exercice 36
1. P1 = P2 de maniére évidente.

Prouvons que P2 = P3.

Supposons f continue en Og.

Pour e =1 >0, il existe « > 0 tel que Vo € E, ||z — 0| p < a = | f(z) — f(0r)||» < 1.
Soit z € £

Si x # 0, posons y =

x. Puisque ||y||p = a, ona [|[f(y)| < 1.
2]l )

Donc, par linéarité de f on obtient || f(z)| < — ||lz|| 5-
e
Si z = 0p l'inégalité précédente est encore vérifiée.
1
En prenant alors £ = —, on obtient le résultat voulu.
e

Prouvons que P3 = P1.

Supposons que Ik > 0 tel que Vo € E, ||f(2)|| p < k2] 5 -

Comme f est linéaire, ¥(z,y) € B2, || f(y) - f(@)l5 = | f(y - 2)llx < klly - 2ll -
La fonction f est alors lipschitzienne, donc continue sur F.

En effet :

Soit a € F.

Soit € > 0.

Ona:Vre B, | f() - (@)l <kla—al.

On pose a = <

k

Alors : Vx € E, ||z —allp < a = ||f(z) — f(a)||p <e.
Donc f est continue en a.

2. L’application ¢ est une forme linéaire par linéarité de l'intégrale.
1 1 1
Do pius, 7 < B, loth) = | [ sy < [C1no1ar< [Cislae=
0 0 0

Donc ¢ vérifie la propriété P3.
Donc d’aprés 1., ¢ est continue sur F.
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EXERCICE 38 analyse

Enoncé exercice 38
1
1. On se place sur F = C ([0, 1], R), muni de la norme || ||y définie par : V f € E, || f||1 :/ |f(t)|dt.
0
EFE — E *
avec Vz € [0,1], = t)dt.
§ D =y Meeve el @ = [ o

On admet que u est un endomorphisme de F.
Prouver que u est continue et calculer |||u]l].
Indication : considérer, pour tout entier n non nul, la fonction f,, définie par f,(t) = ne

Soit w :

7nt.
2. Soit n € N*. Soit (a1, as, ...,a,) € R™ un n-uplet non nul, fixé.

R"™ — R

. n

Soit u : .

(x17x27"~7xn) — E ;g
=1

(a) Justifier que u est continue quel que soit le choix de la norme sur R™.
n
(b) On munit R" de || |2 ott Var = (1, 2, ... 7n) € R™, [[zf]a = | Y a3
k=1

Calculer [||ul||-

3. Déterminer un espace vectoriel E, une norme sur E et un endomorphisme de E non continu pour la norme
choisie. Justifier.

Remarque : Les questions 1., 2. et 3. sont indépendantes.

Corrigé exercice 38
1. Soit f € E. On pose g = u(f).
On a Va € [0,1], g(z) = / F(t)dt.

0
1 1 T
Done fllls = [ lata)lde = [ | [ sieya

Or, Va € [0, 1], /wa(t)dt‘g " IF)dt.

T 1
De plus, |f| est positive donc Vz € [0, 1], / |f(t)|dt</ [f@)|dt = 1|l
0 0

dx.

0
0

1
Done |lg]|s </ A1t = |17

0
Done Vf € E, [[u(f)l[x < [If]lx-
[lu(A)lls

Donc u est continue sur E et |||u]|]] = sup T
fee\{o}

Et on en déduit que |||u||| <1 (*)
On pose, Vn € N*, Vz € [0,1], fn(t) = ne™"".

15l = [ 0]t = [-e]y = 1= e
lu(Flh = [ () @)

Or, u(fn)(x) = / ne Mdt =1—e "
0
De plus, Vz € [0,1], 1 —e™™* > 0.
1
. 1
Done [[u( /)| = / (1— ) da = [x + e—m} 1 leno L
n

0 0
On en déduit que el _ 14 o™ =5
[ fnll1 L—e™
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Puis, comme ||[ul|| = sup Hu‘f}c‘)‘”l et que Vn € N*, f,, € F alors Vn € N*, |||u]|| > [ fo)llx
reE\{0} [fll2
: 14 ten -1
Cest-a-dire, Vn € N*| |||u]|| > —2——2.
l—e™m

Et donc, en faisant tendre n vers +oo, on en déduit que |||u||| =1 (**)

Donc, d’aprés (*) et (**), on en déduit que |||u||| = 1.

2. (a) u est clairement linéaire et R™ est de dimension finie donc, d’aprés le cours, u est continue sur R™ et ce,

quelque soit le choix de la norme sur R™, puisqu’elles sont toutes équivalentes.

(b)
(o))

llzll2 *

llulll = sup

z€R™\{0}
Soit x = (x1, X2, ..., x,) € R™.
On pose a = (a1, az, ..., a,). On a |u(x)| = |(z|a)|.
Donc, d’aprés U'inégalité de Cauchy-Schwarz, |u(x)]
Done [[[ull] < flall2 (%)

< [lallzl2(l2-

On pose =z = a.

2
22 0 done @) _ lall3
lefl> ~ [lall
Do full] > [lall2 ()
Donc, d'apres (°) et (=), [ful]| = [lall2

3. On se place sur E = R[X].

P
A _ k _

Pour tout polynéme P = kz_oakX de E, on pose ||P|| = Orélka%(p\ak\.

On considére alors 'endomorphisme w de E défini par :VP € E, u(P) = P'.

On pose Vn € N, P, = X".

wn e N, Lual

IE=A

e
12

Donc ik € Rt/ VP € E.||[u(P)|| < k|| P|].

Donc u n’est pas continue sur £ muni de la norme || ||

lim
n—-4oo

=n et donc +00.
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EXERCICE 39 analyse

Enoncé exercice 39

On note [ I'ensemble des suites 2 = (7,,),en de nombres réels telles que la série Z x2 converge.

1. (a) Démontrer que, pour & = (2, )nen € 2 et ¥y = (Yn)nen € 2, la série anyn converge.

+oo
On pose alors (z|y) = Z Tnln-
n=0

(b) Démontrer que [2 est un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel des suites de nombres réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que (| ) est un produit scalaire dans I2.

On suppose que [? est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée, notée || ||.
2. Soit p € N. Pour tout @ = (x,,) € [?, on pose p(z) = z,.

Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de I2 dans R.

3. On considére 'ensemble F' des suites réelles presque nulles c’est-a-dire ’ensemble des suites réelles dont

tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.
Déterminer F'+ (au sens de (| )).

Comparer F et (Fl)l.
Corrigé exercice 39
1. (a) Soit (z,y) € (12)2 avec T = (Tn)nen €t Y = (Yn)nen-

1
VneN, |$nyn| < ) (xgx +y72l)

Or Zmi et Z y2 convergent donc, par critére de majoration des séries & termes positifs, anyn

converge absolument, donc converge.
(b) La suite nulle appartient & 2.

Soit (z,y) € (12)2 avec T = (Tp)nenN et ¥ = (Yn)nen. Soit A € R.

Montrons que z = z + Ay € [2.

On a z = (zn)nen avec Vn € N, z,, = a2, + Ayn.

VneN, 22 = (z, + Ayn)? = 22 + 2292 + 22z, (1)

Par hypothese, in et Zyi convergent et d’aprés 1.(a), anyn converge.
Done, d’apreés (1), Z 22 converge.

Donc z € I2.

On en déduit que 1% est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites réelles.

2. Soit (z,y) € 12 ot = (Tp)nen et Y = (Yn)nen. Soit A € R.
On pose z =z + Ay avec z = (Zp)neN.
OnaVneN, z,=x,+ A\yn.
Ainsi, ¢(z + Ay) = ¢(2) = 2p = 2p + Ayp = @(2) + Ap(y).
Donc ¢ est lindaire sur [2. (*)
+oo
Va=(z,) €2 |z,? < Zwi, done |z,| < ||zl

n=0

Done V& = (zn)nen € %, [@(x)] = lap| < [|2]]  (*)

D’aprés (*) et (**), ¢ est continue sur /2.

3. On remarque déja que F C I
Analyse :
Soit & = (2 )nen € F*.
Alors Vy € F, (z|y) = 0.
Soit p € N.
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On considére la suite y = (yp)nen de F' définie par :
1 sin=p

0 sinon

y € F', donc (z]y) = 0, donc z,, = 0.

On en déduit que, Vp € N, z, = 0.

C’est-a-dire x = 0.

VvneN, y, =

Synthese :
la suite nulle appartient bien a F1.

Conclusion : F+ = {0}.

Ainsi, (F+)+ =12
On constate alors que F' # (F1)+.
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Par contraposée. Supposons que f ne soit par continue., 'application linéaire f
n’est donc pas continue en 0 et par suite il existe ¢ > 0 vérifiant

Ya > 0,3z € E,

2l S aet |[f(z)]| > ¢

Pour a = 1/n, il existe z,, € E tel que ||z,|| < 1/n et | f(z,)| > €.

Considérons alors y,, = \/nx,,.

On a ||y, < 1/v/n donc y, — 0 et || f(y,)|| > v/ne — +oc.

Ainsi (y,) est une suite convergeant vers () dont la suite image (f(y,)) n’est pas
bornée.



La continuité de 'application linéaire Idg de (E., Ny) vers (E, Na) équivaut a
I'existence d’'un réel o > 0 vérifiant No(x) < aNi(z) pour tout x € E. La
propriété annoncée est alors immeédiate.



Soit = € ker(u — Id) N Im(u — Id).
On peut écrire = u(a) — a pour un certain a € E et on a u(x) = z.
Pour tout k € N, la propriété u*(z) = x donne

u"t(a) — u*(a) = z
En sommant ces relations pour k allant de 0 jusqu'a n — 1, on obtient
u(a) —a=nx

et done i i 5
= _ |lu™(a) — al| < = (||u" < —
el = = llu"(@) - all < = (lu"(@)]) + llall) < = |lall =0

Ainsi = 0 et done ker(u — Id) N Im(u — Id) = {0}.
De plus, par la formule du rang

dimker(u — Id) 4+ dim Im(u — Id) = dim F

et donc les deux espaces ker(u — Id) et Im(u — Id) sont supplémentaires.



Par l'absurde, supposons rgp # rgg et, quitte a échanger, ramenons-nous au cas
on rgp < rgq.
Par la formule du rang
dim F — dim ker p < rggq
et donc
dim F < dim ker p + rgg

On en déduit que les espaces ker p et Img ne sont pas supplémentaires et donc il
existe un vecteur x # O vérifiant

x € ker p N Img

On a alors
(p—q)(z) =p(z) —q(z) = —2
donc
N((p —q)(z)) = N(z)
Or
N((p—q)(z)) < N(z)
C’est absurde.



Ty : B — I est bien définie et est clairement linéaire. Par I'inegalité de
Cauchy-Schwarz,

Tl )] < el I £l

done T, est continue,



Pour tout f € E, 1
lo(f)] = f Lf()] dt < |11
[}

done ¢ est continue.



a) L'application Ny : R[X] — E™ est bien définie car la somme se limite & un
nombre fini de termes non nuls,
Si Ny(P) = 0 alors

ke Z, PYEN0) =0

e +
=]
p{h‘][{]] "
P="%" T
fe=10)
done P = (.

Soient P, () € R[X].

NP+ Q) =3 |P®(0) + QM (0)| < % |P®(0) + [@®(0)|
k=0 =

done

Ni(P+Q) < fl [“m}|++fli:?“"{m|= 1(P) + N (Q)
k=0 k=0

Soient PER[X] et AcR

4+ + o0
Ni(AP) =Y 1,11?“”{1})‘ =Y |P*“[n}] = |A| N (P
f=(] fe=I}

Finalement N est une norme.
L’application Ny : R[X]| — B™ est bien définie car une fonetion continue sur un
segment v est bornde,
Si Na(P) = 0 alors
vt e [-1,1].P(t) =

Par infinité de racines P = ().
Soient P, ) € R[X].

Np(P+Q)= sup |[P(t)+Q(t) < sup [P(t)]+]Q(t)
tef—1,1] te[—1.1]



done
Na(P+Q)< sup |P(t)+ sup |Q(t)] = Nz(P)+ NalQ)

te|—1,1] tel—1.1]

Soient PeR[X| et Ac R

Np(AP) = sup |AP(t)] = sup [A||P(t) = |A| sup |P(f)] = |A| No(P
tel—1.1] tel—1.1) rtef—1.1]

Finalement N est aussi norme.
b) Notons D : R [X] — R [X] l'opération de dérivation.

=+ 3 + o 4
VP eR[X].Ni(D(P) =) lD[P}”‘"{ﬂ}‘ =" |F“"+”{u}| <Y |PH0)] =V
fe=I[} fe=Lh k=01

done 'endomorphisme [ est continu pour la norme Ny,

¢} Soit P, = X™. On a D(F,) = nX"! donc No(P,) =1 et
NafD(P,)) =n — +0c.

Par suite Nendomorphisme D n'est pas continu pour Na.

d) Par ce qui précede, les normes ne sont pas équivalentes. Néanmoins

Pi= Z m“':'x" done

$= P00

P <3

= Ni(F)
k=l

done
Na(P) < Ny (P)

(Cest 14 1a seule (et la meilleure) comparaison possible.



