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EXERCICE 36 analyse

Énoncé exercice 36
Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur le corps R.
On note || ||E ( respectivement || ||F ) la norme sur E (respectivement sur F ).

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F , alors les propriétés suivantes sont deux à
deux équivalentes :

P1. f est continue sur E.
P2. f est continue en 0E .
P3. ∃k > 0 tel que : ∀x ∈ E, ∥f(x)∥F ⩽ k ∥x∥E .

2. Soit E l’espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R muni de la norme définie par :

∥f∥∞ = sup
x∈[0;1]

|f(x)| . On considère l’application φ de E dans R définie par : φ(f) =
∫ 1

0

f(t)dt.

Démontrer que φ est linéaire et continue.

Corrigé exercice 36
1. P1 ⇒ P2 de manière évidente.

Prouvons que P2 ⇒ P3.
Supposons f continue en 0E .
Pour ε = 1 > 0, il existe α > 0 tel que ∀x ∈ E, ∥x− 0E∥E ⩽ α ⇒ ∥f(x)− f(0E)∥F ⩽ 1.
Soit x ∈ E
Si x ̸= 0E , posons y =

α

∥x∥E
x. Puisque ∥y∥E = α, on a ∥f(y)∥F ⩽ 1.

Donc, par linéarité de f on obtient ∥f(x)∥F ⩽
1

α
∥x∥E .

Si x = 0E l’inégalité précédente est encore vérifiée.

En prenant alors k =
1

α
, on obtient le résultat voulu.

Prouvons que P3 ⇒ P1.
Supposons que ∃k > 0 tel que ∀x ∈ E, ∥f(x)∥F ⩽ k ∥x∥E .
Comme f est linéaire, ∀(x, y) ∈ E2, ∥f(y)− f(x)∥F = ∥f(y − x)∥F ⩽ k ∥y − x∥E .
La fonction f est alors lipschitzienne, donc continue sur E.
En effet :
Soit a ∈ E.
Soit ε > 0.
On a : ∀x ∈ E, ∥f(x)− f(a)∥F ⩽ k ∥x− a∥E .

On pose α =
ε

k
.

Alors : ∀x ∈ E, ∥x− a∥E ⩽ α =⇒ ∥f(x)− f(a)∥F ⩽ ε.
Donc f est continue en a.

2. L’application φ est une forme linéaire par linéarité de l’intégrale.

De plus, ∀ f ∈ E, |φ(f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f(t) dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ 1

0

|f(t)| dt ⩽
∫ 1

0

∥f∥∞dt = ∥f∥∞.

Donc φ vérifie la propriété P3.
Donc d’après 1., φ est continue sur E.
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EXERCICE 38 analyse

Énoncé exercice 38

1. On se place sur E = C ([0, 1],R), muni de la norme || ||1 définie par : ∀ f ∈ E, ||f ||1 =

∫ 1

0

|f(t)|dt.

Soit u :
E −→ E
f 7−→ u(f) = g

avec ∀ x ∈ [0, 1], g(x) =
∫ x

0

f(t)dt.

On admet que u est un endomorphisme de E.
Prouver que u est continue et calculer |||u|||.
Indication : considérer, pour tout entier n non nul, la fonction fn définie par fn(t) = ne−nt.

2. Soit n ∈ N∗. Soit (a1, a2, ..., an) ∈ Rn un n-uplet non nul, fixé.

Soit u :

Rn −→ R

(x1, x2, ..., xn) 7−→
n∑

i=1

aixi
.

(a) Justifier que u est continue quel que soit le choix de la norme sur Rn.

(b) On munit Rn de || ||2 où ∀x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, ||x||2 =

√√√√ n∑
k=1

x2
k.

Calculer |||u|||.

3. Déterminer un espace vectoriel E, une norme sur E et un endomorphisme de E non continu pour la norme
choisie. Justifier.

Remarque : Les questions 1., 2. et 3. sont indépendantes.

Corrigé exercice 38
1. Soit f ∈ E. On pose g = u(f).

On a ∀x ∈ [0, 1], g(x) =
∫ x

0

f(t)dt.

Donc ||g||1 =

∫ 1

0

|g(x)| dx =

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ x

0

f(t)dt

∣∣∣∣ dx.

Or, ∀x ∈ [0, 1],
∣∣∣∣∫ x

0

f(t)dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ x

0

|f(t)| dt.

De plus, |f | est positive donc ∀x ∈ [0, 1],
∫ x

0

|f(t)| dt ⩽
∫ 1

0

|f(t)| dt = ||f ||1.

Donc ||g||1 ⩽
∫ 1

0

||f ||1dt = ||f ||1.

Donc ∀f ∈ E, ||u(f)||1 ⩽ ||f ||1.
Donc u est continue sur E et |||u||| = sup

f∈E\{0}

||u(f)||1
||f ||1 .

Et on en déduit que |||u||| ⩽ 1 (∗)

On pose, ∀n ∈ N∗, ∀x ∈ [0, 1], fn(t) = ne−nt.

||fn||1 =

∫ 1

0

|fn(t)| dt =
[
−e−nt

]1
0
= 1− e−n.

||u(fn)||1 =

∫ 1

0

|u(fn)(x)|dx.

Or, u(fn)(x) =
∫ x

0

ne−ntdt = 1− e−nx.

De plus, ∀x ∈ [0, 1], 1− e−nx ⩾ 0.

Donc ||u(fn)||1 =

∫ 1

0

(
1− e−nx

)
dx =

[
x+

1

n
e−nx

]1
0

= 1 +
1

n
e−n − 1

n
.

On en déduit que
||u(fn)||1
||fn||1

=
1 + 1

ne
−n − 1

n

1− e−n
.
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Puis, comme |||u||| = sup
f∈E\{0}

||u(f)||1
||f || et que ∀n ∈ N∗, fn ∈ E alors ∀n ∈ N∗, |||u||| ⩾ ||u(fn)||1

||fn||1
.

C’est-à-dire, ∀n ∈ N∗, |||u||| ⩾
1 + 1

ne
−n − 1

n

1− e−n
.

Et donc, en faisant tendre n vers +∞, on en déduit que |||u||| ⩾ 1 (∗∗)

Donc, d’après (∗) et (∗∗), on en déduit que |||u||| = 1.
2. (a) u est clairement linéaire et Rn est de dimension finie donc, d’après le cours, u est continue sur Rn et ce,

quelque soit le choix de la norme sur Rn, puisqu’elles sont toutes équivalentes.
(b) On munit Rn de || ||2, qui est la norme associée au produit scalaire canonique sur Rn, noté ( | ).

|||u||| = sup
x∈Rn\{0}

|u(x)|
||x||2 .

Soit x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn.
On pose a = (a1, a2, ..., an). On a |u(x)| = |(x|a)|.
Donc, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, |u(x)| ⩽ ||a||2||x||2.
Donc |||u||| ⩽ ||a||2 (∗)

On pose x = a.

a ̸= 0 donc
|u(x)|
||x||2

=
||a||22
||a||2

.

Donc |||u||| ⩾ ||a||2 (∗∗).

Donc, d’après (∗) et (∗∗), |||u||| = ||a||2.
3. On se place sur E = R[X].

Pour tout polynôme P =

p∑
k=0

akX
k de E, on pose ||P || = max

0⩽k⩽p
|ak|.

On considère alors l’endomorphisme u de E défini par :∀P ∈ E, u(P ) = P ′.
On pose ∀n ∈ N, Pn = Xn.

∀n ∈ N, ||u(Pn)||
||Pn|| = n et donc lim

n−→+∞

||u(Pn)||
||Pn||

= +∞.

Donc ∄k ∈ R+/ ∀P ∈ E,||u(P )|| ⩽ k||P ||.
Donc u n’est pas continue sur E muni de la norme || ||.
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EXERCICE 39 analyse

Énoncé exercice 39
On note l2 l’ensemble des suites x = (xn)n∈N de nombres réels telles que la série

∑
x2
n converge.

1. (a) Démontrer que, pour x = (xn)n∈N ∈ l2 et y = (yn)n∈N ∈ l2, la série
∑

xnyn converge.

On pose alors (x|y) =
+∞∑
n=0

xnyn.

(b) Démontrer que l2 est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des suites de nombres réels.

Dans la suite de l’exercice, on admet que ( | ) est un produit scalaire dans l2.
On suppose que l2 est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée, notée || ||.

2. Soit p ∈ N. Pour tout x = (xn) ∈ l2, on pose φ(x) = xp.
Démontrer que φ est une application linéaire et continue de l2 dans R.

3. On considère l’ensemble F des suites réelles presque nulles c’est-à-dire l’ensemble des suites réelles dont
tous les termes sont nuls sauf peut-être un nombre fini de termes.
Déterminer F⊥ (au sens de ( | )).
Comparer F et

(
F⊥
)⊥.

Corrigé exercice 39

1. (a) Soit (x, y) ∈
(
l2
)2 avec x = (xn)n∈N et y = (yn)n∈N.

∀ n ∈ N, |xnyn| ⩽
1

2

(
x2
n + y2n

)
.

Or
∑

x2
n et

∑
y2n convergent donc, par critère de majoration des séries à termes positifs,

∑
xnyn

converge absolument, donc converge.
(b) La suite nulle appartient à l2.

Soit (x, y) ∈
(
l2
)2 avec x = (xn)n∈N et y = (yn)n∈N. Soit λ ∈ R.

Montrons que z = x+ λy ∈ l2.
On a z = (zn)n∈N avec ∀ n ∈ N, zn = xn + λyn.
∀ n ∈ N, z2n = (xn + λyn)

2 = x2
n + λ2y2n + 2λxnyn. (1)

Par hypothèse,
∑

x2
n et

∑
y2n convergent et d’après 1.(a),

∑
xnyn converge.

Donc, d’après (1),
∑

z2n converge.
Donc z ∈ l2.

On en déduit que l2 est un sous-espace vectoriel de l’ensemble des suites réelles.
2. Soit (x, y) ∈ l2 où x = (xn)n∈N et y = (yn)n∈N. Soit λ ∈ R.

On pose z = x+ λy avec z = (zn)n∈N.
On a ∀ n ∈ N, zn = xn + λyn.
Ainsi, φ(x+ λy) = φ(z) = zp = xp + λyp = φ(x) + λφ(y).
Donc φ est linéaire sur l2. (*)

∀ x = (xn) ∈ l2, |xp|2 ⩽
+∞∑
n=0

x2
n, donc |xp| ⩽ ||x||.

Donc ∀ x = (xn)n∈N ∈ l2, |φ(x)| = |xp| ⩽ ||x|| (**)

D’après (*) et (**), φ est continue sur l2.
3. On remarque déjà que F ⊂ l2.

Analyse :
Soit x = (xn)n∈N ∈ F⊥.
Alors ∀ y ∈ F , (x|y) = 0.
Soit p ∈ N.
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On considère la suite y = (yn)n∈N de F définie par :

∀ n ∈ N, yn =

{
1 si n = p
0 sinon

y ∈ F , donc (x|y) = 0, donc xp = 0.
On en déduit que, ∀ p ∈ N, xp = 0.
C’est-à-dire x = 0.

Synthèse :
la suite nulle appartient bien à F⊥.

Conclusion : F⊥ = {0}.

Ainsi, (F⊥)⊥ = l2.
On constate alors que F ̸= (F⊥)⊥.
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