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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Citer le théoréme de la division euclidienne.
Démonstration: Degré du produit de polynémes, majoration du degré de la somme
de polynomes.

1. On pose P(X) = X?"1 — (2n+1) X" 4+ (2n+1) X" —1 (avec n un entier supérieur
a 3). Montrer que 1 est racine de P et évaluer son ordre de multiplicité.

2. Trouver les racines de Q(X) = X3 —9X?2+26X —24 et R(X) = X?—7X?+7X+15
sachant qu’ils possédent une racine commune.

1
3. Décomposition en éléments simples de ~i 1

Soit P un polyndéme de degré 2025 vérifiant :

k

On cherche a calculer ici la valeur de P(2026). Pour cela, on pose :
QX)=(X+1)x P(X)—X.

1. Déterminer le degré de Q).

2. Déterminer toutes les racines de Q).
3. Calculer Q(—1).

4. En déduire la factorisation de Q).
5. Calculer ()(2026) puis P(2026).
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Définition PPCM, PGCD, lien entre les deux ?
Démonstration: Unicité (en cas d’existence) de la division euclidienne.

1. Quel est I'ordre de multiplicité de 2 comme racine de X* —9X3 +30X? —44X +247
2. Déterminer le réel a pour que —1 soit racine double de X° + aX? + aX + 1.

X2 +3X+1
X3 —4X2+5X -2

3. Décomposition en éléments simples de

On définit une suite (7},)nen de polynémes en posant To(X) = 1,71(X) = X et :
VN, Tpyo(X) = 2X Tt (X) — Th(X).
Soit n € N*.
1. Déterminer le degré et le coefficient dominant et la parité de T,.
Déterminer la parité de T,,.
Montrer que : V8 € R, T,,(cos(f)) = cos(nd).

En déduire toutes les racines de T;,.

S 89

Trouver toutes les racines de 7).
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: relation de Bézout, couple de Bézout ?
Démonstration: Soit (P, a) € K[X] x K, montrer que :

a est racine de P <= (X —a) | P.

Soit # € R. Pour tout entier naturel n, on pose :
Po(X) = X" cos((n—1)8) — X" cos(nf) — X cos(0) +1 et A(X)= X?—2cos(h)X +1.
1. Montrer que :
Vn € N*, P,(X) = cos((n — 1)) X" TA(X) + P,_1(X).

2. En déduire que P, est divisible par A.

3. Effectuer la division euclidienne de P, est divisible par A.

Soit n € N .
1. Trouver (a,b) € R? tel que :

—~ (2n+1
Vo € R\7Z, sin((2n + 1)z) = (27; * 1) a2k (—1)kp2E1,
k=0 v

cos
2. On pose cotan = —. En déduire un polynoéme P, tel que :
sin

Vx € R\nZ, P,(cotan*(z)) = 81(25512(2);52?)

3. Donner les racines de P,.

- k 2n — 1
4. En déduire que Zcotan2 ( T ) = n2n )
k=1

2n +1 3
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Lien entre division euclidienne et PGCD.
Démonstration : Degré du produit de polynémes, majoration du degré de la somme
de polynomes.

1. On pose P(X) = X?"1 — (2n+1) X" 4+ (2n+1) X" —1 (avec n un entier supérieur
a 3). Montrer que 1 est racine de P et évaluer son ordre de multiplicité.

2. Trouver les racines de Q(X) = X3 —9X?2+26X —24 et R(X) = X?—7X?+7X+15
sachant qu’ils possédent une racine commune.

1
3. Décomposition en éléments simples de ~i 1

Soit P un polyndéme de degré 2025 vérifiant :

k

On cherche a calculer ici la valeur de P(2026). Pour cela, on pose :
QX)=(X+1)x P(X)—X.

1. Déterminer le degré de Q).

2. Déterminer toutes les racines de Q).
3. Calculer Q(—1).

4. En déduire la factorisation de Q).
5. Calculer ()(2026) puis P(2026).
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Théoréme D’Euclide et algorithme d’Euclide
Démonstration : Unicité (en cas d’existence) de la division euclidienne.

1. Quel est I'ordre de multiplicité de 2 comme racine de X* —9X3 +30X? —44X +247
2. Déterminer le réel a pour que —1 soit racine double de X° + aX? + aX + 1.

X2 +3X+1
X3 —4X2+5X -2

3. Décomposition en éléments simples de

On définit une suite (7},)nen de polynémes en posant To(X) = 1,71(X) = X et :
VN, Tpyo(X) = 2X Tt (X) — Th(X).
Soit n € N*.
1. Déterminer le degré et le coefficient dominant et la parité de T,.
Déterminer la parité de T,,.
Montrer que : V8 € R, T,,(cos(f)) = cos(nd).

En déduire toutes les racines de T;,.

S 89

Trouver toutes les racines de 7).
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Polynémes irréductibles : définition ? Description dans
C[X], Description dans R[X]?
Démonstration : Soit (P, a) € K[X] x K, montrer que :

a est racine de P <= (X —«) | P.

Soit @ € R. Pour tout entier naturel n, on pose :
Po(X) = X" cos((n—1)8) — X" cos(nf) — X cos(0) +1 et A(X) = X?—2cos(h)X +1.
1. Montrer que :
Vn € N*, P,(X) = cos((n — 1)) X" 'A(X) + P,_1(X).

2. En déduire que P, est divisible par A.

3. Effectuer la division euclidienne de P, est divisible par A.

Soit n € N .
1. Trouver (a,b) € R? tel que :

2n + 1

Vo € R\7Z, sin((2n + 1)z) = (
2 \2k +1

) a2(n7k) (_ 1)kb2k+1.

cos
2. On pose cotan = —. En déduire un polynoéme P, tel que :
sin

sin((2n + 1)x)
(sin(x))2ntt

Vx € R\nZ, P,(cotan*(x)) =

3. Donner les racines de P,,.
n

km n(2n —1)
4. En dédui tan? — .
1 dedulre que ;CO an (2n+1) 3
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Théoréme D’Euclide et algorithme d’Euclide
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Polynémes irréductibles : définition ? Description dans
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