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EXERCICE 102 probabilités

Enoncé exercice 102

Soit NV € N*,
Soit p € 10,1[. On pose ¢ =1—1p

On considére N variables aléatoires X1, Xs, -+ , Xy définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P),

indépendantes et de méme loi géométrique de paramétre p.
1. Soit 7 € [1, N]. Soit n € N*.
Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).

2. On considére la variable aléatoire Y définie par ¥ = m_i<n (X3)

X

c’est-a-dire Yw € Q, Y (w) = min (X3 (w), -+, Xy(w)), min désignant « le plus petit élément de ».

(a) Soit n € N*. Calculer P(Y > n).
En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).
(b) Reconnaitre la loi de Y. En déduire E(Y).

Corrigé exercice 102

1. Soit i € [1, N].
X;(9) = N* et Vk € N*, ( s =k) = (1—p) _1=qu_1.

Alors on a P(X ZP qu =p 7q =1-q".

Donc P(X; >n)=1— P(Xi <n)=q".

2. (a) Y(Q) =N~
Soit n € N*.
PY>n)=P(Xi>n)Nn---N(Xy >n))
N

Donc P(Y > n) = H P(X; > n) car les variables X;,--- , Xy sont indépendantes.

Donc P(Y > n) Hq

OrPY <n)=1- ( n)
donc P(Y <n)=1-¢"N
Calcul de P(Y =n) :
Premier cas : si n > 2.
PY=n)=PY<n)—PY <n-1).
Donc P(Y =n) = ¢ DN(1 —¢").
Deuxiéme cas : sin = 1.
PY=n)=P(Y =1)=1-P(Y
Conclusion : ¥n € N*, P(Y =n) 1—¢q

(b) D’aprés 2.(a), ¥n € N*, P(Y = n) = "= DN (1 — ¢M).
Cest-a-dire ¥n € N*, P(Y = n) = (1 — (1 —¢™))" ™" (1 = ¢).
On en déduit que Y suit une loi géométrique de paramétre 1 — gV

\%

1) =1-¢".

(nfl)N( N)'

Done, d’apreés le cours, Y admet une espérance et E(Y) =

1—gN’
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EXERCICE 103 probabilités

Enoncé exercice 103

Remarque : les questions 1. et 2. sont indépendantes.

Soit (€, .A, P) un espace probabilisé.
1. (a) Soit (A1, A2) € (]0, +o0[)”.

Soit X7 et X5 deux variables aléatoires définies sur (2, .4, P).
On suppose que X; et X5 sont indépendantes et suivent des lois de Poisson, de paramétres respectifs \q

et A2.

Déterminer la loi de X7 + Xos.

(b) En déduire l'espérance et la variance de X; + Xos.

2. Soit p €]0,1]. Soit A € |0, 400

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (€2, A4, P).
On suppose que Y suit une loi de Poisson de paramétre .
On suppose que X (2) = N et que, pour tout m € N, la loi conditionnelle de X sachant (Y = m) est une loi

binomiale de parameétre (m,p).
Déterminer la loi de X.

Corrigé exercice 103

1. (a) X1(Q) =N et X5(Q) = N donc (X7 + X2)(Q) = N.

Soit n € N.

(X1+Xo=n)= U (X1 =k)N (X2 =n—k)) (union d’événements deux a deux disjoints).

k=0
Donc :

P(X1+X2:n) =

Ainsi X1 + XQ ~ f@()\l + )\2)

ZP((Xl =k)N (X2 =n—k))
k=0

n
Z P(X; = k)P(X3y =n — k) car X; et X5 sont indépendantes.

k=0
” Ap—k e~ (AitAz) n!

AL a2 _ Af =k
kzzoe KO k) nl I;Ok!(nfk)! 142
TR S (M) kan—k _ g—(haag) AL+ A2)"

n! Z <k‘> AtAg = e n!

k=0

Remarque : cette question peut aussi étre traitée en utilisant les fonctions génératrices.
(b) X1 + X5 ~» P(A1 + A2) donc, d’aprés le cours, E(X; + X2) = A\ + Ag et V(X7 + X2) = A1 + Ao

+oo
2. Soit k€N, P(X =k) =Y _ P((X
m=0

Or, par hypothése,

+o0o
=k) N =m))= > Py—m(X =kPY =m).
m=0

m k _ o\ym—k o<
Vm € N, P(Y:m)(X:k): (k)p (1 D) sik<m

0 sinon
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Donc :
+o00 k +oo m—k
m A AT D (A1 -p)
PX: — k 1_ m—k )\7 — Xﬁ k
(X = k) 7,;(1@)1’( prtet = 2 (m — k)
k +oo m k
R (A1 —p)) _ APk a(a-p)
B AP S e TR
k
e—/\pm
o k!

Ainsi X ~ Z(\p).
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EXERCICE 104 probabilités

Enoncé exercice 104

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 & n et d’une boite formée de trois compartiments identiques également
numérotés de 1 a 3.

On lance simultanément les n boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui a chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de compartiments
restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.

2. (a) Déterminer la probabilité P(X = 2).
(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.

. (a) Calculer F(X).

(b)

3
Déterminer lim FE(X). Interpréter ce résultat.
n—-+oo

Corrigé exercice 104
1. X(Q) = [0,2].

2. (a) Pour que l’événement (X = 2) se réalise, on a (2> possibilités pour choisir les 2 compartiments restant
vides. Les deux compartiments restant vides étant choisis, chacune des n boules viendra se placer dans
1
le troisiéme compartiment avec la probabilité —.
De plus les placements des différentes boules dans les trois compartiments sont indépendants.
3 1 n 1 n 1 n—1
Donc P(X =2) = -] =3(=-) =12 .
(b) Déterminons P(X = 1).
Pour que 'événement (X = 1) se réalise, on a (‘f) possibilités pour choisir le compartiment restant vide.
Le compartiment restant vide étant choisi, on note A I’événement : «les n boules doivent se placer dans
les deux compartiments restants (que nous appellerons compartiment a et compartiment b) sans laisser
I'un d’eux vide».
Soit k € [1,n —1].
On note Ag I'événement : « k boules se placent dans le compartiment a et les (n — k) boules restantes
dans le compartiment b».

On a alors A = nL_Jl Ag.
owavietun-11.ra = (1) () (2= (1) (2)"

3

Donc P(X =1) = (1

n—1 n—1
)P( U Ap)=3 Z P(Ay) car Ay, As, ..., Ay—1 sont deux & deux incompatibles.
k=1 k=1

re=n=sE () (5 -6) 50 -6) (E0)-2) -G e-o

Enfin, P(X =0) = 1 — P(X =2) — P(X = 1) donc P(X =0) = 1— ()" — (1)" "' (2n - 2).

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 151


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 24/01/2025

Autre méthode :

Une épreuve peut étre assimilée a une application de [1,n] (ensemble des numéros des boules) dans [1, 3]
(ensemble des numéros des cases).

Notons €2 ’ensemble de ces applications.

On a donc : card 2 = 3™.

Les boules vont se "ranger aléatoirement dans les trois compartiments", donc il y a équiprobabilité sur €.

(a) L’événement (X = 2) correspond aux applications dont les images se concentrent sur le méme élément
de [1, 3], c’est-a-dire aux applications constantes.

3 1
DOHCP(X:2):37:W
(b) Comptons & présent le nombre d’applications correspondant a 1’événement (X = 1), c’est-a-dire le
nombre d’applications dont I’ensemble des images est constitué de deux éléments exactement.
On a 3 possibilités pour choisir 1’élément de [1,3] qui n’a pas d’antécédent et ensuite, chaque fois, il faut
compter le nombre d’applications de [1,n] vers les deux éléments restants de [1, 3], en excluant bien str les
deux applications constantes.
On obtient donc 2™ — 2 applications.

2 —2 1
Dot P(X = 1) = 2 <3n ) _ o (20— 2).

Enfin, comme dans la méthode précédente, P(X =0)=1— P(X =2) — P(X = 1) donc

PX=0)=1- (""" = (3)" @ -2).

3.(a) E(X)=0P(X =0)+1P(X = 1)+ 2P(X =2) = (;)n_ (2 —2) 42 (;)"_ _

Donc E(X) =3 (;)n

s : o 2\"
(b) D’apres 3.(a),nll>rfooE(X)— lim 3(3) =0.

n—-+oo
Quand le nombre de boules tend vers +o0o, en moyenne aucun des trois compartiments ne restera vide.
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al Notons A,, événement « le jeu dure an moins 1 parties »
A, 1 est la conjonction des évinements indépendants A, et ¢ le ronge sort an n+1 -iém

Par continuité décroissante, on obtient

P( M A,.) = lim PA,) =0

el

L'arrét du jen est done presque siir,
Lorsque la partie s'arréte a la n-ieme tentative, le joueur a perdu

L+ 2+ ...+ 2""! hrouzoufs et vient de gagner 2™ bronzoufs. Au total, il gagne 1
bronzouf. Son gain étant presque sturement constant égal a 1 brouzouls, son

espérance de gain vaut 1 brouzout,
b} Avec ce nouveau protocole, lorsque la partie s’arréte a la n-iéme tentative, le

gain du joueur vaut

3 +1
-1 +3+-+3" ) = 5
L'espérance de gain est
+oo LBl
3¢+ 1 . a+1
E Fl:-"q-n}_' -u-ju.i-]- = +a0
=1 n=1

c} Puisque le joueur ne peut disputer que n parties, son espérance de gain devient

(1] -+ i
1 1
Ele{An}—[E“—IJF‘(kU ,4;.)—1—5—(2“—1];{?—,1:11

k=1 =ri+1 -



On a
(Z=n)=(X>n)U(Y =n)
li(_l]ll'
P(Z>n)=P(X>n)+P(Y>n)-~P(X>nY¥Y >n)
Par indépendance
P(Z>n=P(X>n+P¥ »>n)-P{X>n)P(Y >n)
Puisque les lois de X et ¥ sont géométriques

For o i n i AT V1
Par la formule de transfert FiETR=E—g w00 S ki

1 +29 p +00 L Or s
E (7) =ZL‘¢_1 gl 7 PZ—‘ 7z ! E[Z;.:Zp(z > n)
=t k=t ra=(}
done
Or pour x € |—1,1] O e l | } i i

P g prg—pq

+56 4
Z [I.r"‘ = —ln{l —z)
k=1

done L'événement X est pair est la réunion dénombrable des événements (X = 2k)
pour k € M. Sa probabilité vaut

+ o0 +oc A

)\'_’#- 1] +e—2
ZP[’\'=2’I"]=Z“_A@A.H =e "ch(A) = :

y . 2
fo=1) he=)

Par la formule de Transfert

1 s W S
(1) " T E = L E

Or

done




