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EXERCICE 31 analyse

Énoncé exercice 31
1. Déterminer une primitive de x 7−→ cos4 x.
2. Résoudre sur R l’équation différentielle : y′′ + y = cos3 x en utilisant la méthode de variation des

constantes.

Corrigé exercice 31

1. En linéarisant cos4 x, on obtient cos4 x =
1

8
(cos(4x) + 4 cos(2x) + 3).

Donc, x 7−→ 1

32
sin(4x) +

1

4
sin(2x) +

3

8
x est une primitive de x 7−→ cos4 x.

2. Notons (E) l’équation différentielle y′′ + y = cos3 x .
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 à coefficients constants.
Les solutions de l’équation homogène associée sont les fonctions y définies par : y(x) = λ cosx+ µ sinx.

Par la méthode de variation des constantes,
on cherche une solution particulière de (E) de la forme yp(x) = λ(x) cosx+ µ(x) sinx avec λ, µ fonctions

dérivables vérifiant :

{
λ′(x) cosx+ µ′(x) sinx = 0

−λ′(x) sinx+ µ′(x) cosx = cos3 x
i.e.

{
λ′(x) = − sinx cos3 x

µ′(x) = cos4 x
.

λ(x) =
1

4
cos4 x convient.

D’après la question 1., µ(x) =
1

32
sin(4x) +

1

4
sin(2x) +

3

8
x convient.

On en déduit que la fonction yp définie par yp(x) =
1

4
cos5 x+

(
1

32
sin(4x) +

1

4
sin(2x) +

3

8
x

)
sinx est une

solution particulière de (E).

Finalement, les solutions de l’équation (E) sont les fonctions y définies par :
y(x) = λ cosx+ µ sinx+ yp(x), avec (λ, µ) ∈ R2.
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EXERCICE 32 analyse

Énoncé exercice 32
Soit l’équation différentielle : x(x− 1)y′′ + 3xy′ + y = 0.

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entière sur un intervalle ]−r, r[
de R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entières obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de x(x− 1)y′′ + 3xy′ + y = 0 sur ]0; 1[ sont les restrictions d’une fonction
développable en série entière sur ]−1, 1[ ?

Corrigé exercice 32

1. Soit
∑

anx
n une série entière de rayon de convergence R > 0 et de somme S.

Pour tout x ∈ ]−R,R[,

S(x) =

+∞∑
n=0

anx
n, S′(x) =

+∞∑
n=1

nanx
n−1 et S′′(x) =

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 =

+∞∑
n=1

(n+ 1)nan+1x
n−1.

Donc x(x− 1)S′′(x) + 3xS′(x) + S(x) =

+∞∑
n=0

(
(n+ 1)2an − n(n+ 1)an+1

)
xn.

Par unicité des coefficients d’un développement en série entière, la fonction S est solution sur ]−R,R[ de
l’équation étudiée si, et seulement si, ∀ n ∈ N, (n+ 1)2an − n(n+ 1)an+1 = 0.
C’est-à-dire : ∀n ∈ N, nan+1 = (n+ 1)an.
Ce qui revient à : ∀n ∈ N, an = na1.
Le rayon de convergence de la série entière

∑
nxn étant égal à 1, on peut affirmer que les fonctions

développables en série entière solutions de l’équation sont les fonctions :

x 7→ a1

+∞∑
n=0

nxn = a1x
d

dx

(
1

1− x

)
=

a1x

(1− x)2
définies sur ]−1, 1[, avec a1 ∈ R.

2. Notons (E) l’équation x(x− 1)y′′ + 3xy′ + y = 0.
Prouvons que les solutions de (E) sur ]0; 1[ ne sont pas toutes développables en série entière à l’origine.
Raisonnons par l’absurde.
Si toutes les solutions de (E) sur ]0; 1[ étaient développables en série entière à l’origine alors, d’après 1.,
l’ensemble des solutions de (E) sur ]0; 1[ serait égal à la droite vectorielle Vect(f) où f est la fonction
définie par ∀ x ∈ ]0; 1[, f(x) =

x

(1− x)2
.

Or, d’après le cours, comme les fonctions x 7−→ x(x− 1), x 7−→ 3x et x 7−→ 1 sont continues sur ]0; 1[ et que
la fonction x 7−→ x(x− 1) ne s’annule pas sur ]0; 1[, l’ensemble des solutions de (E) sur ]0; 1[ est un plan
vectoriel.
D’où l’absurdité.
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EXERCICE 42 analyse

Énoncé exercice 42
On considère les deux équations différentielles suivantes :
2xy′ − 3y = 0 (H)
2xy′ − 3y =

√
x (E)

1. Résoudre l’équation (H) sur l’intervalle ]0,+∞[.
2. Résoudre l’équation (E) sur l’intervalle ]0,+∞[.
3. L’équation (E) admet-elle des solutions sur l’intervalle [0,+∞[ ?

Corrigé exercice 42
1. On trouve comme solution de l’équation homogène sur ]0,+∞[ la droite vectorielle engendrée par x 7−→ x

3
2 .

En effet, une primitive de x 7−→ 3

2x
sur ]0,+∞[ est x 7−→ 3

2
lnx.

2. On utilise la méthode de variation de la constante en cherchant une fonction k telle que x 7−→ k(x)x
3
2 soit

une solution de l’équation complète (E) sur ]0,+∞[.

On arrive alors à 2k′(x)x
5
2 =

√
x et on choisit k(x) = − 1

2x
.

Les solutions de (E) sur ]0,+∞[ sont donc les fonctions x 7−→ kx
3
2 − 1

2

√
x avec k ∈ R.

3. On suppose qu’il existe une solution f de (E) sur [0,+∞[.
Alors f est aussi solution de E sur ]0,+∞].

Donc, il existe une constante k telle que ∀x ∈ ]0,+∞[, f(x) = kx
3
2 − 1

2

√
x avec k ∈ R.

De plus, comme f est solution de E sur [0,+∞[ alors f est dérivable sur [0,+∞[.
Donc en particulier, f est continue en 0.

Donc f(0) = lim
x→0

(
kx

3
2 − 1

2

√
x

)
= 0.

f doit également être dérivable en 0.

Or,
f(x)− f(0)

x− 0
= k

√
x− 1

2

1√
x
−→
x→0

−∞.

Donc f n’est pas dérivable en 0.
Conclusion : l’ensemble des solutions de l’équation différentielle 2xy′ − 3y =

√
x sur [0,+∞[ est l’ensemble

vide.
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