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EXERCICE 52 analyse

Enoncé exercice 52

Soit o € R. .
Yy

On considére I’application définie sur R? par f(z,y) = { 22 +y2 — a2y st (2,y) #(0,0)
a si (x,y) = (0,0).

1
1. Prouver que : V(x,y) € R?, 22 + 2 —ay > i(xz +9?).

2. (a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R2.
(b) Déterminer a pour que f soit continue sur R2.

3. Dans cette question, on suppose que o = 0.

of  of

(a) Justifier I'existence de % et % sur R?\ {(0,0)} et les calculer.

(b) Justifier I'existence de g(o, 0) et g((), 0) et donner leur valeur.

or oy
(c) f est-elle de classe C! sur R??

Corrigé exercice 52
1 1 1
1. Soit (z,y) € R 22 +y% — 2y — 5(3:2 +y?) = 5(3:2 +y? = 2zy) = 5 (x—y)* > 0.
1
Donc 22 + 42 — zy > 5(:102 +9?).
2. (a) Soit (z,y) € R?.
Daprés 1., 22+ ¢y —ay=0<= 22+ 1? =0 <=2 =y = 0.
Ainsi, f est définie sur R2.
(b) D’aprés les théorémes généraux, f est continue sur R?\ {(0,0)}.
2y4 < 2($2+y2)2
x2 4 2 = x2 492

Draprés 1., pour (z,y) # (0,0), 0 < f(z,y) <

Ainsi, 0 < <22 4y
insi, f(z,y) (@ +y7) (z,)—(0,0)

Or : f est continue en (0,0) < f(z,y) —  f(0,0)=a.
(2,y)—(0,0)

Donc : f est continue en (0,0) <= «a = 0.
Conclusion : f est continue sur R? <= a = 0.

3. (a) D’apres les théorémes généraux, f est de classe C! sur R? \ {(0,0)}.
of -y (22 — y) of 2y5 — 3wy + 42y?
v R2\ {(0,0)}, == =___J\ 7 I " _
(z,y) e R*\ {(0,0)}, 52 V) e (z,y) R ——

(22 +y* — zy)? dy
J@0 =700 __, 0, donc g(o,()) existe et g(o,()) =0.
x—0 03@ 8.13

(b) Pour tout = # 0,

z—0
0,y) — f(0,0 0 0
Pour tout y # 0, f(’y;_g(’) =y —3 0, done 6—5(0,0) existe et 8—5(0, 0) = 0.
R of of | ,
(¢) Pour montrer que f est de classe C' sur R*, montrons que e et 30 sont continues sur R~.
€T Y

Pour cela, il suffit de montrer qu’elles sont continues en (0,0).

V(z,y) € R?\ {(0,0)}, on note r = \/a2 4+ y2. On a alors |z| < 7 et |y| < 7.
De plus, (z,y) — (0,0) < r — 0.

D’aprés 1. et I'inégalité triangulaire,

ﬁ _37f |y4(2$—y)’< rd(2r +7)

0,0)| < 4 < =12r — 0.

8x(x’y) ax( ) )‘ (1.2 +y2)2 7‘4 " r—0

of of |2y° — 3ay* + 422y 215 + 3r® + 415

- —22(0,0)| < 4 <4 = 36r — 0.
ay(x’y) 8y( ) )‘ (22 + 12)2 r4 [
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13} d
Donc a—f et a—f sont continues en (0, 0) et par suite sur R2.
€T Y

Ainsi, f est de classe C! sur R2.
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EXERCICE 57 analyse

Enoncé exercice 57

1. Soit f une fonction de R? dans R.

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0, 0).
(b) Donner la définition de «f différentiable en (0, 0)».
=y .
2. On considére I'application définie sur R? par f(z,y) = a:ym si (2,y) # (0,0
0 si (z,y) = (0,0)

(a) Montrer que f est continue sur R2.
(b) Montrer que f est de classe C* sur R2.

Corrigé exercice 57

1. (a) f est continue en (0,0)<=Ve >0, Ja > 0/ V(x,y) € R?, |[(z,y)| < a = |f(z,y) — £(0,0)| < e.
|| - || désigne une norme quelconque sur R? puisque toutes les normes sont équivalentes sur R? (espace de
dimension finie) .

(b) f est différentiable en (0,0) <= 3L € L¢(R?,R)/ au voisinage de (0,0),
f(x,y) = f(0,0) + Lz, y) + o([(z, y)])-
Remarque : Comme R? est de dimension finie, si L € £(R?,R) alors L € L (R?,R).

2. On notera ||.|| la norme euclidienne usuelle sur R2.
On remarque que ¥ (z,y) € R?, |2 < [[(z,y)] et [y < [|(z )l (¥).

(a) (z,y) — 22+ 92 et (z,y) — 2y(x? — y?) sont continues sur R?\{(0,0)} et (x,y) — 22 + y* ne s’annule
pas sur R?\{(0,0)} donc, f est continue sur R*\{(0,0)}.
Continuité en (0,0) :
On a, en utilisant (*) et 'inégalité triangulaire, |f(z,y) — f(0,0)| = ‘my 2+y

< lzllyl < Il )l

Donc f est continue en (0, 0).

(b) f est de classe C! sur R? si et seulement si % et %ch existent sur R? et sont continues sur R2.

f admet des dérivées partielles sur R?\{(0,0)} et elles sont continues sur ]RQ\{(O 0)}.
oty 4+ 422y — P af x® — 4x3y? — xyt

0
De plus, V (z,y) € R? — {(0,0)}, %(m,y) = W ) et a—y(x,y) @+ )

(**)
Existence des dérivées partielles en (0,0) :

Vo e Rr, 20100 _ ¢ gone hr%w 0; donc 2£(0,0) existe et 2£(0,0) = 0.

De méme, Vy € R*, w =0, donc hn})M = 0; donc ‘?—f(O 0) existe et f(O 0) =0.
Contmulté des dérivées partielles en (0,0) :

D’ apres ) et (**), V (z,y) € R2\{(0, 0)}7
‘ < Dyl 4yl + PP 6l

Wb of Sl )l
L et\ay@s,y)\ 6ll(z,9)]1

(22 +y2)° S T@ )l (@, y)[*
D li 9 =0=9(0,0 lim 4L =0=2L(0,0).
7 )00 : () (0. 0) et (e)(0,0) 0¥ (=.v) oy (0:0)
Donc gi et gf sont continues en (0, 0).
Conclusion : 8f et df existent et sont continues sur R?, donc f est de classe C! sur R2.
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EXERCICE 58 analyse

Enoncé exercice 58

1. Soit E et F' deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie.
Soit a € F et soit f: E — F une application.
Donner la définition de «f différentiable en a».

2. Soit n € N*. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie 7.
Soit e = (e1, ea, ..., e,) une base de E.

On pose : Vz € E, ||z|lcc = max |a:z| ol x = szel
On pose : V(z,y) € E x E, ||($ Yl = maX(HxHom 1Ylloc)-
On admet que ||| est une norme sur E et que ||.|| est une norme sur £ x E.

Soit B : E x E — R une forme bilinéaire sur F.
(a) Prouver que : 3C € RT/V (z,y) € E x E, |B(z,y)| < C||Z|lco||¥l|c0-

(b) Montrer que B est différentiable sur E X F et déterminer sa différentielle en tout (ug,vg) € E x E.

Corrigé exercice 58

1. Soit f: E'+— F une application. Soit a € E.
f est différentiable en @ <= 3L € L¢(E, F')/ au voisinage de 0, f(a + h) = f(a) + L(h) + o(||h]]).
Auquel cas, f est différentiable en a et df (a) = L.

Remarque 1 : ||.|| désigne une norme quelconque sur E car, comme F est de dimension finie, toutes les

normes sur F sont équivalentes.
Remarque 2 : Comme E est de dimension finie, si L € L(E, F), alors L € L¢(E, F).

2. (a) Soit (z,y) € E2.

n n
I (z1,x2, ., xpn) ER"/ = Zmiei et 3! (y1,y2,-.,Yn) ER"/y = Zyjej.
i=1 j=1
n n

Par bilinéarité de B, on a B(z,y) Z Z ziy;B(es, e;5).

=1 j5=1
n n
Done [B(z, y)| ZZ\le lyil-|Bleiep)l < | DD IBleiep)l | lalloo-lylloo-
i=1 j=1 i=1 j=1
n n
Alors C = Z Z |B(e;, ;)| convient .

i=1 j=1
(b) Soit (up,v9) € E x E.
Par bilinéarité de B on a :
v(“a”) € Ex Ea B(UO +u, v + U) = B(UOaUO) + B(Uo,’lj) + B(U7UO) + B(U,U). (*)
On pose L((u,v)) = B(ug,v) + B(u,vg).
Veérifions que L est linéaire sur E x FE.
Soit (z,y) € E x E. Soit (2',y') € E x E. Soit a € R.
L((z,y) +a(z’,y)) = L((z + az’,y + ay’)) = B((uo,y + /') + B((z + az’,v9)).

)
Donc par bilinéarité de B, L ((z,y) + a(:c’), y')) = B((uo,y)) + aB((uo,y")) + B((x,v0)) + aB((z', v0)).

)
Cest-a~dire L ((z,y) + a(2’,y")) = L((z,y)) + «L((z',y")).

On en déduit que L € L(E x E,R).
Donc, comme E X FE est de dimension finie, L € Lo(E x E|R). (**)

De plus, d’aprés 2.(a), 3C € RY/ ¥ (z,y) € E?, |B(z,y)| < Cll(z]lo [yl oo-
Donc V (z,y) € E?, |B(z,y)| < C||(z, )]
On en deduit que, au voisinage de (0,0), |B(z,y)| = o (||(x, y)]]).

D’aprés (*),(**) et (***), B est différentiable en (ug,vo) et dB((ug,vg)) = L.

)

(***)
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a) Soit a € E. On peut écrire

flath) = 5 ((u(a) [ a)+(u(a) | B)+(u(h) | a)+(u(h) | h) ) +(zo | @)+ (zo | h)

1
2
Sachant (u(h) | a) = (u(a) | h), on obtient
fla+h) = f(a) +£(h) + (u(h) | h)
avec £ la forme linéaire donnée par
t(h) = (u(a) +zo | h)

Puisque

|(u(h) [ R)] < [lu(h)[ IRl avec [lu(h)l} — 0

—0g
on obtient le développement limité a I'ordre 1
fla+h) = f(a)+£(h) +o(h)

Finalement f est différentiable en a et
df(a).h = (u(a) + zo | h)

b) Le gradient de f en a est alors

grad f(a) = u(a) + o



a) Soit h = (a, 8) € R%

0 sia=0

B%/a sinon

SR = 7(0,0)) = S(f(tas13) = {

Donc
B%la sia#0
Dnf(0.00= 1, sia=0
b)
f(A/n,1/v/n) =1 =14 f(0,0)

donc f n’est pas continue en (0, 0).



a) Quand (z,y) — (0,0), on peut écrire x = rcosf et y = rsinf avec
r=+/z2+1y%—0.
On a alors
f(z,y) = 2r?(cos® 6 —sin? @) Inr — 0
car r2Inr — 0
On prolonge f par continuité en (0,0) en posant f(0,0) = 0.
b) f est C! sur R? — {(0,0)} par opérations. On observe f(x,y) = —f(y,z) donc
en dérivant cette relation en la variable x on obtient

0 0
%(1‘7?]) = _Fg(y7x)
¢) On a
et de méme 5£(0,0) =0
Pour (z,y) # (0,0)
o 2 _ .2
a—i(ax,y) =2z In(z? 4+ y?) + w

Quand (z,y) — (0,0), on peut écrire z = rcosf et y = rsinf avec
r=+z2+92 -0

of _ 29 o2 _of
%(x,y)—4rlnr+2r(cos 0 —sin“0) - 0= 895(0’0)



a) Notons A(z) = (a; ;(x)) € M, (K) la matrice dont D,,(z) est le déterminant
La fonction x — A(z) est dérivable car ses fonctions coordonnées le sont et par
multilinéarité du déterminant, la fonction D,, est dérivable avec

D;L = det(C’i,Cg, . ,Cn) + det(Cl,Cé, .. ,Cn) + -+ det(Cl,C’g, .. ?C1I1)

et donc
D;L = det(Cl, Cg, ceey C;L)

En développant par rapport a la derniere colonne ce dernier déterminant, on

obtient :
D:l(x) = Dn—l(x)

b) Sachant D,,(0) =0 et D;(x) = z on peut conclure, par récurrence,



R S
L’application ¢ est clairement de classe C'.
Etudions sa bijectivité. Soit (a,b) € R

y+ f(z) =a

90(‘7:7y> = (aab) < {$+f(y) S

ce qui nous ramene au systeme

y+ - fy) =a
r=b—f(y)

Considérons 'application
op:y =y + fo— fy))
wp est continue dérivable et
eh(y) =1=f'Wf - fy)

donc ¢y (y) > 0 car
IF' ) b= fy) <k <1

Par conséquent, ’application ¢ est strictement croissante.
De plus, f étant k lipschitzienne

1f (&) = FO) < K|t

donc
fO)] < k[t +1£(0)]
puis
[f(b— F) < kb~ Fy)l + |F0)] <& Jy| + ¢
par suite
oY) > (1= k*)y — € ——— Fo0
et

ep(y) < (1 —K)y+0 —— —o0

Y——00

L’application ¢ réalise donc une bijection de R vers R et alors

o(z,y) = (a,b) & {



Finalement, 'application ¢ est bijective de R? vers R2.
Rappelons que 'application ¢ est classe C'. De plus

o= (79 )

et donc le jacobine de ¢ ne s’annule pas en vertu du calcul suivant
det(‘]ac@(w,y)) = f/(x)f,(y) -1 # 0

et car |f'(2)f'(y)| < k% < 1.
Par le théoreme d’inversion globale, on peut alors affirmer que ¢ est un
C!-difféomorphisme.



