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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Différentiabilité en tout point et calcul de la différentielle en tout point de f : M — M?
définie sur M,,(R).

Banque CCINP : oit a € R.

y4

On consideére Papplication définie sur R? par f(z,y) = { 22 + 42 — zy i (z,9) # (0,0)
o st (z,y) = (0,0).

1
1. Prouver que : V(z,y) € R?, 2® + 4> —ay > 5@2 + 7).

2.(a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R
(b) Déterminer o pour que f soit continue sur R

3. Dans cette question, on suppose que a = 0.

(a) Justifier I'existence de of et of sur R?\ {(0,0) et les calculer.

or Oy
of

0
(b) Justifier 'existence de 8_f(0’ 0) et 8_(0’ 0) et donner leur valeur.
z Y

(c) f est-elle de classe C! sur R??

Soit f la fonction définie sur R? par, pour tout (z,y) € R? on pose :

2

L sixz#0
75
0 siz=0

fx,y) =

1. Montrer que f admet une dérivée au point (0, 0) suivant tout vecteur de R.
2. f est-elle continue en (0,0)?
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Soit f la fonction définie sur R? par f(0,0) =0 et :

1,3 3

flz,y) = pour tout (z,y) dans R*\ {(0,0)}.

Montrer que f n’est pas différentiable en (0,0).

Banque CCINP :
1. Soit f une fonction de R? dans R.

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en
(0,0).
(b) Donner la définition de «f différentiable en (0,0)».
2. On considére I'application définie sur R? par
2 2
flz,y) = xy; i ?;2 si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

(a) Montrer que f est continue sur R
b) Montrer que f est de classe C! sur R2.
q

Soit f la fonction définie sur R?\ {(0,0)} par, pour tout R?\ {(0,0)}, on pose :
fl@,y) = (&* —y*)In (2* +1°)

1. Est-il possible de prolonger f par continuité en (0,0)?
2. Etablir que f est de classe C! et établir que, pour tout R?\ {(0,0)}, on a :

0 0
a_i(xay) = —a—?J;(y,.CC)

3. La fonction f est-elle de classe C! sur R??
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Différentiabilité d'une application bilinéaire et différentielle en tout point

Banque CCINP :
1. Soit E et F' deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie.
Soit a € FE et soit f : E — F une application.
Donner la définition de «f différentiable en a».

2. Soit n € N*. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit e = (ey, €9, ..,€,) une base de E.

n
On pose : Vx € E, ||z||oc = max|z;|, ou x = inei.
1<i<n

=l
On pose : V(z,y) € E X E, |[(z,y)]| = max(||z]|co, [|¥]|oc)- On admet que |||« est

une norme sur F et que ||.|| est une norme sur £ x E.
Soit B : E x E — R une forme bilinéaire sur E.

(a) Prouver que 3C € RT/V (z,y) € E x E, |B(x,y)| < Cl|z||oo||¥]| oo

(b) Montrer que B est différentiable sur £ x E et déterminer sa différentielle en
tout (ug,vo) € F X E.

Soient u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E et xy un vecteur de E.
On étudie la fonction f: E — R définie par :

vz € B, f(z) = 5 {z,u(@) + (&)

1. Montrer que f est différentiable et exprimer sa différentielle.

2. Calculer le gradient de f en tout point de E.



