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EXERCICE 56 analyse

Énoncé exercice 56
Soit f la fonction définie sur R2 par : ∀(x, y) ∈ R2, f(x, y) = 2x3 + 6xy − 3y2 + 2.

1. f admet-elle des extrema locaux sur R2 ? Si oui, les déterminer.

2. f admet-elle des extrema globaux sur R2 ? Justifier.
3. On pose K = [0, 1]× [0, 1].

Justifier, oralement, que f admet un maximum global sur K puis le déterminer.

Corrigé exercice 56
1. f est de classe C2 sur R2 et R2 est un ouvert.

Déterminons les points critiques de f sur R2.
On a : ∀(x, y) ∈ R2, ∂f

∂x (x, y) = 6x2 + 6y et ∂f
∂y (x, y) = 6x− 6y.{

6x2 + 6y = 0
6x− 6y = 0

⇐⇒
{

x(x+ 1) = 0
y = x

⇐⇒

 x = 0 et y = 0
ou
x = −1 et y = −1

Donc f admet 2 points critiques sur R2 : (0, 0) et (−1,−1).
Donc si f admet un extremum en a alors a = (0, 0) ou a = (−1,−1).

On a : ∀(x, y) ∈ R2, ∂2f
∂x2 (x, y) = 12x, ∂2f

∂x∂y (x, y) =
∂2f
∂y∂x (x, y) = 6 et ∂2f

∂y2 (x, y) = −6.
Etudions la matrice hessienne de f en (0, 0).

Notons H1 = Hf ((0, 0)) la matrice hessienne de f en (0, 0).

H1 =

(
∂2f
∂x2 (0, 0)

∂2f
∂x∂y (0, 0)

∂2f
∂y∂x (0, 0)

∂2f
∂y2 (0, 0)

)
donc H1 =

(
0 6
6 −6

)
.

detH1 = −36 < 0.
Donc H1 admet une valeur propre strictement positive et une valeur propre strictement négative.
Donc f n’admet pas d’extremum local en (0, 0).
Etudions la matrice hessienne de f en (−1,−1).

Notons H2 = Hf ((−1,−1)) la matrice hessienne de f en (−1,−1).

H2 =

(
∂2f
∂x2 (−1,−1) ∂2f

∂x∂y (−1,−1)
∂2f
∂y∂x (−1,−1) ∂2f

∂y2 (−1,−1)

)
donc H2 =

(
−12 6
6 −6

)
.

detH2 = 12× 6− 36 = 36 > 0.
De plus, tr (H2) = −18 < 0.
Donc H2 admet deux valeurs propres strictement négatives.
Donc f admet en (−1, 1) un maximum local qui vaut f(−1,−1) = 3.

Conclusion : f admet uniquement un maximum local atteint en (−1,−1) et n’admet pas de minimum
local.

2. lim
x→+∞

f(x, 0) = lim
x→+∞

2x3 + 2 = +∞ et lim
x→−∞

f(x, 0) = lim
x→−∞

2x3 + 2 = −∞.

Donc f n’admet pas d’extrema globaux sur R2.
3. K est une partie bornée de R2.

K est un produit de fermés de R2 donc K est un fermé de R2.
Donc, comme R2 est de dimension finie, K est un compact.
Or f est clairement continue sur K.
Doncf est bornée sur K et atteint ses bornes.
Donc f admet un maximum global sur K et atteint ce maximum.
Si f atteint ce maximum en a ∈ K̊, qui est un ouvert, alors a est un point critique.
Or, les deux seuls points critiques de f n’appartiennent pas à K̊.
Donc f atteint son maximum en un point a du bord ∂K de K.
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On pose :
L1 = {(x, 0) , x ∈ [0, 1]}, L2 = {(1, y) , y ∈ [0, 1]}, L3 = {(x, 1) , x ∈ [0, 1]} et L4 = {(0, y) , y ∈ [0, 1]}.
On a alors : ∂K = L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ L4.
Etude de f sur L1 :
g1(x) = f(x, 0) = 2x3 + 2.
g1 est croissante sur [0, 1].
Donc sup

x∈[0,1]
g1(x) = g1(1) = 4.

Etude de f sur L2 :
g2(y) = f(1, y) = 4 + 6y − 3y2.
∀y ∈ [0, 1], g′2(y) = 6− 6y ⩾ 0 donc g2 est croissante sur [0, 1].
Donc sup

y∈[0,1]
g2(x) = g2(1) = 7.

Etude de f sur L3 :
g3(x) = f(x, 1) = 2x3 + 6x− 1.
g3 est croissante sur [0, 1].
Donc sup

x∈[0,1]
g3(x) = g3(1) = 7.

Etude de f sur L4 :
g4(y) = f(0, y) = −3y2 + 2.
g4 est décroissante sur [0, 1].
Donc sup

y∈[0,1]
g4(y) = g4(0) = 2.

Conclusion :
On en déduit que f admet 7 comme maximum global sur K et que ce maximum est atteint en (1, 1).

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 89

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr


Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filière MP et MPI Mise à jour : 24/01/2025

EXERCICE 52 analyse

Énoncé exercice 52
Soit α ∈ R.

On considère l’application définie sur R2 par f(x, y) =


y4

x2 + y2 − xy
si (x, y) ̸= (0, 0)

α si (x, y) = (0, 0).

1. Prouver que : ∀(x, y) ∈ R2, x2 + y2 − xy ⩾
1

2
(x2 + y2).

2. (a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R2.
(b) Déterminer α pour que f soit continue sur R2.

3. Dans cette question, on suppose que α = 0.

(a) Justifier l’existence de
∂f

∂x
et

∂f

∂y
sur R2 \

{
(0, 0)

}
et les calculer.

(b) Justifier l’existence de
∂f

∂x
(0, 0) et

∂f

∂y
(0, 0) et donner leur valeur.

(c) f est-elle de classe C1 sur R2 ?

Corrigé exercice 52

1. Soit (x, y) ∈ R2. x2 + y2 − xy − 1

2
(x2 + y2) =

1

2
(x2 + y2 − 2xy) =

1

2
(x− y)

2 ⩾ 0.

Donc x2 + y2 − xy ⩾
1

2
(x2 + y2).

2. (a) Soit (x, y) ∈ R2.
D’après 1., x2 + y2 − xy = 0 ⇐⇒ x2 + y2 = 0 ⇐⇒ x = y = 0.
Ainsi, f est définie sur R2.

(b) D’après les théorèmes généraux, f est continue sur R2 \
{
(0, 0)

}
.

D’après 1., pour (x, y) ̸= (0, 0), 0 ⩽ f(x, y) ⩽
2y4

x2 + y2
⩽

2(x2 + y2)2

x2 + y2
.

Ainsi, 0 ⩽ f(x, y) ⩽ 2(x2 + y2) −→
(x,y)→(0,0)

0.

Or : f est continue en (0, 0) ⇐⇒ f(x, y) −→
(x,y)→(0,0)

f(0, 0) = α.

Donc : f est continue en (0, 0) ⇐⇒ α = 0.

Conclusion : f est continue sur R2 ⇐⇒ α = 0.
3. (a) D’après les théorèmes généraux, f est de classe C1 sur R2 \

{
(0, 0)

}
.

∀(x, y) ∈ R2 \
{
(0, 0)

}
,
∂f

∂x
(x, y) =

−y4(2x− y)

(x2 + y2 − xy)2
et

∂f

∂y
(x, y) =

2y5 − 3xy4 + 4x2y3

(x2 + y2 − xy)2
.

(b) Pour tout x ̸= 0,
f(x, 0)− f(0, 0)

x− 0
= 0 −→

x→0
0, donc

∂f

∂x
(0, 0) existe et

∂f

∂x
(0, 0) = 0.

Pour tout y ̸= 0,
f(0, y)− f(0, 0)

y − 0
= y −→

y→0
0, donc

∂f

∂y
(0, 0) existe et

∂f

∂y
(0, 0) = 0.

(c) Pour montrer que f est de classe C1 sur R2, montrons que
∂f

∂x
et

∂f

∂y
sont continues sur R2.

Pour cela, il suffit de montrer qu’elles sont continues en (0, 0).
∀(x, y) ∈ R2 \

{
(0, 0)

}
, on note r =

√
x2 + y2. On a alors |x| ⩽ r et |y| ⩽ r.

De plus, (x, y) → (0, 0) ⇐⇒ r → 0.
D’après 1. et l’inégalité triangulaire,∣∣∣∣∂f∂x (x, y)− ∂f

∂x
(0, 0)

∣∣∣∣ ⩽ 4

∣∣y4(2x− y)
∣∣

(x2 + y2)2
⩽ 4

r4(2r + r)

r4
= 12r −→

r→0
0.∣∣∣∣∂f∂y (x, y)− ∂f

∂y
(0, 0)

∣∣∣∣ ⩽ 4

∣∣2y5 − 3xy4 + 4x2y3
∣∣

(x2 + y2)2
⩽ 4

2r5 + 3r5 + 4r5

r4
= 36r −→

r→0
0.

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 81

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr


Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filière MP et MPI Mise à jour : 24/01/2025

Donc
∂f

∂x
et

∂f

∂y
sont continues en (0, 0) et par suite sur R2.

Ainsi, f est de classe C1 sur R2.
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EXERCICE 57 analyse

Énoncé exercice 57
1. Soit f une fonction de R2 dans R.

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0, 0).
(b) Donner la définition de «f différentiable en (0, 0)».

2. On considère l’application définie sur R2 par f(x, y) =

 xy
x2 − y2

x2 + y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

(a) Montrer que f est continue sur R2.
(b) Montrer que f est de classe C1 sur R2.

Corrigé exercice 57
1. (a) f est continue en (0, 0)⇐⇒∀ ε > 0, ∃α > 0/ ∀(x, y) ∈ R2, ∥(x, y)∥ < α =⇒ |f(x, y)− f(0, 0)| < ε.

∥ · ∥ désigne une norme quelconque sur R2 puisque toutes les normes sont équivalentes sur R2 (espace de
dimension finie) .

(b) f est différentiable en (0, 0) ⇐⇒ ∃L ∈ LC(R2,R)/ au voisinage de (0, 0),
f(x, y) = f(0, 0) + L(x, y) + o(∥(x, y)∥).

Remarque : Comme R2 est de dimension finie, si L ∈ L(R2,R) alors L ∈ LC(R2,R).
2. On notera ∥.∥ la norme euclidienne usuelle sur R2.

On remarque que ∀ (x, y) ∈ R2, |x| ⩽ ∥(x, y)∥ et |y| ⩽ ∥(x, y)∥ (*).
(a) (x, y) 7→ x2 + y2 et (x, y) 7→ xy(x2 − y2) sont continues sur R2\{(0, 0)} et (x, y) 7→ x2 + y2 ne s’annule

pas sur R2\{(0, 0)} donc, f est continue sur R2\{(0, 0)}.

Continuité en (0,0) :
On a, en utilisant (*) et l’inégalité triangulaire, |f(x, y)− f(0, 0)| =

∣∣∣xy x2−y2

x2+y2

∣∣∣ ⩽ |x|.|y| ⩽ ∥(x, y)∥2.
Donc f est continue en (0, 0).

(b) f est de classe C1 sur R2 si et seulement si ∂f
∂x et ∂f

∂y existent sur R2 et sont continues sur R2.

f admet des dérivées partielles sur R2\{(0, 0)} et elles sont continues sur R2\{(0, 0)}.

De plus, ∀ (x, y) ∈ R2 − {(0, 0)}, ∂f

∂x
(x, y) =

x4y + 4x2y3 − y5

(x2 + y2)2
et

∂f

∂y
(x, y) =

x5 − 4x3y2 − xy4

(x2 + y2)2
. (**)

Existence des dérivées partielles en (0, 0) :
∀ x ∈ R∗, f(x,0)−f(0,0)

x−0 = 0, donc lim
x→0

f(x,0)−f(0,0)
x−0 = 0 ; donc ∂f

∂x (0, 0) existe et ∂f
∂x (0, 0) = 0.

De même, ∀ y ∈ R∗, f(0,y)−f(0,0)
y−0 = 0, donc lim

y→0

f(0,y)−f(0,0)
y−0 = 0 ; donc ∂f

∂y (0, 0) existe et ∂f
∂y (0, 0) = 0.

Continuité des dérivées partielles en (0, 0) :
D’après (*) et (**), ∀ (x, y) ∈ R2\{(0, 0)},∣∣∣∣∂f∂x (x, y)

∣∣∣∣ ⩽ x4|y|+ 4x2|y|3 + |y|5

(x2 + y2)
2 ⩽

6∥(x, y)∥5

∥(x, y)∥4
= 6∥(x, y)∥ et

∣∣∣∣∂f∂y (x, y)
∣∣∣∣ ⩽ 6∥(x, y)∥5

∥(x, y)∥4
= 6∥(x, y)∥.

Donc lim
(x,y)→(0,0)

∂f
∂x (x, y) = 0 = ∂f

∂x (0, 0) et lim
(x,y)→(0,0)

∂f
∂y (x, y) = 0 = ∂f

∂y (0, 0).

Donc ∂f
∂x et ∂f

∂y sont continues en (0, 0).

Conclusion : ∂f
∂x et ∂f

∂y existent et sont continues sur R2, donc f est de classe C1 sur R2.

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 90

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr


[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 29 décembre 2015 Corrections 2

Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

a) Pour x = 0, 1
t (‖0 + t.h‖ − ‖0‖) = |t|

t ‖h‖ n’a pas de limite en 0. Par suite ‖.‖
n’est pas différentiable en 0.
Pour x 6= 0, ‖x+ h‖ =

√
‖x‖2 + 2 (x | h) + ‖h‖2 = ‖x‖

√
1 + 2 (x|h)

‖x‖2 + ‖h‖2

‖x‖2 =
‖x‖+ (x|h)

‖x‖ + o(h) donc ‖.‖ est différentiable en x et de différentielle h 7→ (x|h)
‖x‖ .

b) Le vecteur gradient en x 6= 0 est x/‖x‖.

Exercice 2 : [énoncé]

a) Soit a ∈ E. On peut écrire

f(a+h) = 1
2
(

(u(a) | a)+(u(a) | h)+(u(h) | a)+(u(h) | h)
)
+(x0 | a)+(x0 | h)

Sachant (u(h) | a) = (u(a) | h), on obtient

f(a+ h) = f(a) + `(h) + (u(h) | h)

avec ` la forme linéaire donnée par

`(h) = (u(a) + x0 | h)

Puisque
|(u(h) | h)| ≤ ‖u(h)‖ ‖h‖ avec ‖u(h)‖ −→

h→0E

0

on obtient le développement limité à l’ordre 1

f(a+ h) = f(a) + `(h) + o(h)

Finalement f est différentiable en a et

df(a).h = (u(a) + x0 | h)

b) Le gradient de f en a est alors

grad f(a) = u(a) + x0

Exercice 3 : [énoncé]
Notons A = (ai,j)
a) Puisque

∆(A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
i=1

aσ(i),i

la fonction ∆ est différentiable surMn(R) par somme et produit de fonctions
qui le sont (à savoir les application linéaires A 7→ ai,j).

b) En développant le déterminant selon la i-ème ligne, on obtient

detA =
n∑
j=1

ai,jAi,j

avec Ai,j cofacteur d’indice (i, j). On en déduit.

∂(i,j)∆(A) = Ai,j

Par conséquent la différentielle de ∆ en A est

d∆(A) : H 7→
n∑

i,j=1
Ai,jhi,j

c) On observe
d∆(A) ·H = tr(t Com(A)H)) = 〈Com(A), H〉

Le vecteur gradient de ∆ en A est donc Com(A).
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

a) Soit h = (α, β) ∈ R2.

1
t
(f(t.h)− f(0, 0)) = 1

t
(f(tα, tβ)) =

{
0 si α = 0
β2/α sinon

Donc

Dhf(0, 0) =
{
β2/α si α 6= 0
0 si α = 0

b)
f(1/n, 1/

√
n) = 1→ 1 6= f(0, 0)

donc f n’est pas continue en (0, 0).

Exercice 2 : [énoncé]
Quand n→ +∞

f

(
1
n
,

1
n2

)
→ 1

2 6= f(0, 0)

donc f n’est pas continue en (0, 0).
Soit h = (α, β) ∈ R2,

1
t
(f(tα, tβ)− f(0, 0)) = t2α2β

t4α4 + t2β2 →

{
0 si β = 0
α2/β sinon
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b)
1
t

(
∂f

∂x
(0, t)− ∂f

∂x
(0, 0)

)
= 1→ 1

et
1
t

(
∂f

∂y
(t, 0)− ∂f

∂y
(0, 0)

)
= 0→ 0.

Donc ∂2f
∂x∂y (0, 0) et ∂2f

∂y∂x (0, 0) existent et on a

∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 0 et ∂2f

∂y∂x
(0, 0) = 1.

On en déduit que f n’est pas de classe C2 le théorème de Schwarz n’étant pas
vérifié.

Exercice 6 : [énoncé]

a) Quand (x, y)→ (0, 0), on peut écrire x = r cos θ et y = r sin θ avec
r =

√
x2 + y2 → 0.

On a alors
f(x, y) = 2r2(cos2 θ − sin2 θ) ln r → 0

car r2 ln r → 0
On prolonge f par continuité en (0, 0) en posant f(0, 0) = 0.

b) f est C1 sur R2 − {(0, 0)} par opérations. On observe f(x, y) = −f(y, x) donc
en dérivant cette relation en la variable x on obtient

∂f

∂x
(x, y) = −∂f

∂y
(y, x)

c) On a
∂f

∂x
(0, 0) = lim

t→0

1
t

(f(t, 0)− f(0, 0)) = 0

et de même ∂f
∂y (0, 0) = 0.

Pour (x, y) 6= (0, 0)

∂f

∂x
(x, y) = 2x ln(x2 + y2) + 2x(x2 − y2)

x2 + y2

Quand (x, y)→ (0, 0), on peut écrire x = r cos θ et y = r sin θ avec
r =

√
x2 + y2 → 0

∂f

∂x
(x, y) = 4r ln r + 2r(cos2 θ − sin2 θ)→ 0 = ∂f

∂x
(0, 0)

Ainsi ∂f
∂x est continue en (0, 0) et par le résultat de b), on obtient le même

résultat pour ∂f
∂y .

Exercice 7 : [énoncé]

a) Par le théorème des accroissements finis, il existe cx,y ∈ ]0 ;x2 + y2[ tel que
F (x, y) = f ′(c).
Quand (x, y)→ (0, 0) alors cx,y → 0 puis F (x, y)→ f ′(0).

b) Par Taylor-Young :

F (x, y) = F (0, 0)+x2 + y2

2 f ′′(0)+(x2+y2)ε(x2+y2) = F (0, 0)+ϕ(x, y)+o(x, y)

avec ϕ = 0.
Donc F est différentiable en (0, 0) et dF (0, 0) = 0.

c) F est de classe C1 sur R2 \ {(0, 0)} par opérations.

∂F

∂x
(x, y) = 2x

x2 + y2 (f ′(x2 + y2)− F (x, y)) = x(f ′′(0) + o(1)) −→
(x,y)→(0,0)

0

et de même
∂F

∂y
(x, y) −→

(x,y)→(0,0)
0

donc F est de classe C1.

Exercice 8 : [énoncé]

a) On pose ϕ(a, a) = − sin a et on observe que ϕ(x, y)→ ϕ(a, a) quand
(x, y)→ (a, a) avec x 6= y et avec x = y.

b) En vertu de

cos p− cos q = −2 sin
(
p− q

2

)
sin
(
p+ q

2

)
on a

ϕ(x, y) = − sinc
(
x− y

2

)
sin
(
x+ y

2

)
avec sinc de classe C∞ car développable en série entière.
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d) On peut introduire a, b ∈ E tels que

f(x) = (a | x) et g(x) = (b | x)

En introduisant une base orthonormée et en introduisant des colonnes de
coordonnées aux notations entendues

f(x) = tAX = tXA et g(x) = tBX

La forme bilinéaire symétrique associée à la forme quadratique q = fg est donnée
par

ϕ(x, y) = 1
2 (f(x)g(y) + f(y)g(x))

ce qui donne matriciellement

ϕ(x, y) = 1
2
(
tXAtBY + tXBtAY

)
La matrice symétrique représentant la forme quadratique est alors

M = 1
2
(
AtB +BtA

)
Nous allons en déterminer les valeurs propres. . .
Les matrices AtB et BtA sont de rangs au plus 1, la matrice M est donc de rang
au plus 2. Le scalaire 0 en est alors valeur propre de multiplicité au moins n− 2 ce
qui ne laisse plus la place qu’à deux autres valeurs propres λ et µ.
Puisque tr(M) = λ+ µ, on obtient l’équation

λ+ µ = (a | b)

Puisque tr(M2) = λ2 + µ2, on obtient, après calcul

λ2 + µ2 = 1
2

[
(a | b)2 + ‖a‖2 ‖b‖2

]
En exploitant (λ+ µ)2 = λ2 + µ2 + 2λµ, on obtient

λµ = 1
4

[
(a | b)2 − ‖a‖2 ‖b‖2

]
et la résolution du système somme-produit qu’on en déduit donne

λ, µ = (a | b)± ‖a‖ ‖b‖
2

A l’instar de la question c), ce sont là les deux valeurs extrémales de la forme
quadratique q = fg.

Exercice 13 : [énoncé]
Points critiques (0, 1) et (0, e−2).
En (0, 1) :

f(0, 1) = 0 et ∀x ∈ R,∀y > 0, f(x, y) > 0

C’est un minimum global.
En (0, e−2) :

rt− s2 = −4 < 0

Ce n’est pas un extremum local.

Exercice 14 : [énoncé]
Points critiques (0, 1) et (0, e−2).
En (0, 1) : f(0, 1) = 0 et

∀x ∈ R,∀y > 0, f(x, y) > 0

Il s’agit d’un minimum global.
En (0, e−2) : rt− s2 = −4 < 0. Pas d’extremum local en ce point.

Exercice 15 : [énoncé]
f est définie sur R× R+?.
Points critiques (0, 1) et (0, e−2).
En (0, 1) : f(0, 1) = 0.
Puisque

∀x ∈ R,∀y > 0, f(x, y) > 0

(0, 1) est un minimum global.
En (0, e−2) : rt− s2 = −4.
Ce n’est pas un extremum local.

Exercice 16 : [énoncé]
a) Après étude du système différentiel

∂f

∂x
(x, y) = x+ y

∂f

∂y
(x, y) = x− y

on vérifie aisément que
f(x, y) = 1

2x
2 + xy − 1

2y
2
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