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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Famille génératrice : si on enléve un vecteur, est-ce encore
générateur 7 Condition pour que cela reste générateur? Méme question quand on en
rajoute un.

Démonstration: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n. Montrer que toute
famille de E' a n éléments qui est libre ou génératrice est une base de E.

1. Soient A l’ensemble des matrices symétriques d’ordre 3 dont la trace vaut 0 (la
trace d’une matrice étant la somme de ses éléments diagonaux). Démontrer que A
est un espace vectoriel et déterminer une base de A.

2. Soient A I'ensemble des polynémes P € R3[X]| tel que P(1) = 0 et B I’ensemble
des polynomes P € R3[X tel que P(1) = P(2).
(a) Démontrer que A et B sont des espaces vectoriels.
(b) Déterminer une base de A et une base de B.
(c) Démontrer que AN B est un espace vectoriel et déterminer une base de AN B.

On note S ’ensemble suivant :
S = {(un)neN € RY telles pour tout entier naturel n, (n + 1)uny1 — (0 + 2)up + Un_1 = 0} )

1. Prouver que S est un espace vectoriel.

n

2. Montrer que les suites (1),ey et (Z %) forment une base de S.
=0 neN
3. Montrer que { (uy)nen € S tel que us = 0} est un sous- espace vectoriel de S et en
donner une base.



MP2I Sujet 2 Sujet disponible sur:
Semaine de colle: 22 cahier-de-prepa.fr /mp2i-dalzon /docs?kback

COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Citer le théoréme de la base incompléte et de la base extraite.
Démonstration: Caractérisation de la liberté par le rang.

On pose :

= 89 9 =

Al

A={PeR3[X]tel que P(4) =0} et B={Q € R3[X] tel que Q'(4) =0}.

Montrer que A et B sont des espaces vectoriels.
Déterminer des familles génératrices pour chacune de A, B et AN B.
Montrer que R3[X] = A+ B.

Trouver un supplémentaire de A dans R3[X].

Trouver la dimension de A avec A = { < ¢ 2 2 a i—ngJbr . ) ,(a,b,c) € C3 }
Trouver un supplémentaire de A dans My (R).

Trouver la dimension du R-espace vectoriel constitué des suites arithmétiques.
Trouver la dimension du R-espace vectoriel des fonctions f affines.

Trouver la dimension de B avec B le R-espace vectoriel des fonctions f continues
sur [0, 2] telles que f restreinte a [0, 1] soit une fonction affine et f restreinte a [1, 2]
soit aussi une fonction affine.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Dimension et famille libre ?
Démonstration: Soient E un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels
de E. Montrer que F' et GG sont en somme directe si et seulement si FNG = ---.

Soient les ensembles suivants :
F={(zy,2t)eR* |20 —y+42+3t=0}
G={(z,y,2,t) ER* |y—42+3t=0}
H = Vect((—3,1,1,1), (6,2, -1, —2), (3,11, 2, —1)).

1. Donner une base de F' N G, puis sa dimension.

2. Montrer que H C FNG.

3. En déduire que H = FFNG.

4. Recommencer |’exercice avec :
F={z4+yX+:2X*+tX°eR3[X] telque: 2z —y+42+3t =0}
G= {x+yX—|—zX2+tX3 € R3[X] tel que : y—4z+3t:0}
H=vect(-3+X +X?+ X3 6+2X — X? -2X°% 3+ 11X +2X* - X°).

On considére l'ensemble U = {(a,b,c,d) € R* tel que c+d=a+b+2d=0}. Pour
tout réel A\, on définit les vecteurs suivants :

er=(1,-1,-1,0),ear = (1, A\, A, —1),e50 = (2, =14+X, =2, =) et eqr = (14X, —1-X,0,1).
Pour tout réel A, on appelle V) I'espace engendré par eg, ez, €35 et eq .

1. Montrer que U est un R-espace vectoriel et déterminer sa dimension.

2. Déterminer la dimension de V) et une base de V) pour tout réel .

3. Montrer que V_; = {(a,b,c,d) € R* tels quea+b=a+c=0}.

4. Soit A un réel. Déterminer une base de U N V.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Compléter : Soient u,v et w trois vecteurs de E un K-
espace vectoriel.

e (u) est une famille libre si et seulement si ....

e (u,v) est une famille libre si et seulement si ...

e Soit (P;)1<i<, une famille de polynomes .... dont les degrés sont ..... alors cette
famille est libre.
Démonstration : Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n. Montrer que toute

famille de E' & n éléments qui est libre ou génératrice est une base de F.

1. Soient A l’ensemble des matrices symétriques d’ordre 3 dont la trace vaut 0 (la
trace d’une matrice étant la somme de ses éléments diagonaux). Démontrer que A
est un espace vectoriel et déterminer une base de A.

2. Soient A I'ensemble des polynémes P € R3[X]| tel que P(1) = 0 et B I'ensemble
des polynomes P € R3[X tel que P(1) = P(2).
(a) Démontrer que A et B sont des espaces vectoriels.
(b) Déterminer une base de A et une base de B.
(c) Démontrer que AN B est un espace vectoriel et déterminer une base de AN B.

On note S 'ensemble suivant :
5 = {(un)neN € RY telles pour tout entier naturel n, (n + 1)upy1 — (1 + 2)up + Up_y = 0} )

1. Prouver que S est un espace vectoriel.

n

2. Montrer que les suites (1),en et (Z %) forment une base de S.
im0 U neN
3. Montrer que { (uy)nen € S tel que uy = 0} est un sous- espace vectoriel de S et en
donner une base.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Compléter : Soit £ un K espace vectoriel et (e, - ,e,)
une famille de F.

e Sie, 1 € Vect (e,---,e,) alors Vect (e1,-+- ,en,€p41) =+

e Sie,i1 & Vect (61, ,e,) etsi (e, -+ ,e,) une famille libre alors ...

Démonstration : Caractérisation de la liberté par le rang.

On pose :
A={P e R3[X] tel que P(4) =0} et B={Q € R3[X] tel que Q'(4) =0}.

Montrer que A et B sont des espaces vectoriels.
Déterminer des familles génératrices pour chacune de A, B et AN B.
Montrer que R3[X] = A+ B.

Trouver un supplémentaire de A dans R3[X].

& 89N =

1. Trouver la dimension de A avec A = { ( CHI;% 4 j_—gbz_?_ . > ,(a,b,c) € C3 }

Trouver un supplémentaire de A dans My (R).
Trouver la dimension du R-espace vectoriel constitué des suites arithmétiques.

Trouver la dimension du R-espace vectoriel des fonctions f affines.

oo 89

Trouver la dimension de B avec B le R-espace vectoriel des fonctions f continues
sur [0, 2] telles que f restreinte a [0, 1] soit une fonction affine et f restreinte a [1, 2]
soit aussi une fonction affine.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Dimension et famille génératrice ?
Démonstration : Soient E un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels
de E. Montrer que F' et GG sont en somme directe si et seulement si FNG = ---.

Soient les ensembles suivants :
F={(zy,2t) R |2z —y+42+3t=0}
G={(z,y,2,t) ER* |y—42+3t=0}
H = vect((—3,1,1,1), (6,2, -1, —2), (3,11,2, —1)).

1. Donner une base de F' N G, puis sa dimension.

2. Montrer que H C FNG.

3. En déduire que H = FFNG.

4. Recommencer |’exercice avec :
F={z4+yX+:2X*+tX°eR3[X] telque: 2z —y+42+3t =0}
G= {x+yX—|—zX2+tX3 € R3[X] tel que : y—4z+3t:0}
H=vect(-3+X +X?+ X3 6+2X — X? -2X°% 3+ 11X +2X* - X°).

On considére l'ensemble U = {(a,b,c,d) € R* tel que c+d=a+b+2d=0}. Pour
tout réel A\, on définit les vecteurs suivants :

er=(1,-1,-1,0),ear = (1, A\, A, —1),e50 = (2, =14+X, =2, =) et eqr = (14X, —1-X,0,1).
Pour tout réel A, on appelle V) I'espace engendré par eg, ez, €35 et eq .

1. Montrer que U est un R-espace vectoriel et déterminer sa dimension.

2. Déterminer la dimension de V) et une base de V) pour tout réel .

3. Montrer que V_; = {(a,b,c,d) € R* tels quea+b=a+c=0}.

4. Soit A un réel. Déterminer une base de U N V.



