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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Application linéaire et image d’une base : que peut-on dire 7
Démonstration: Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension n et f &€
L(E, F). Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective si et seulement si
f est bijective.

1. Dire (avec démo!) si les applications suivantes sont des applications linéaires :

RN — R? R3 — R
(&) fr: {(un)neN = (ug, uy) (c) f: {(a:,y, z) P ay+z
R? — R[X] )JC*(R) —=C*(R)
o) fz-{(x’y) CEA @ f4.{f mae

2. Expliciter le noyau des applications linéaires de cet exercice.

3. Y-a-t-il des projecteurs/symétries dans cet exercice ?

Soient D = Vect((1,1,2)) et P = Ker(f — Idgs) avec :

RS — R3
N (my2) = Brty— 2,204 2y — 2,40 + 2y — 2)

. Donner le rang de f, déterminer son noyau et son image.
. Déterminer une base de P.

. Vérifier que P et D sont supplémentaires.

. Montrer que f(D) C D.

. En déduire une base dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Tt = W N
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Enoncer le théoréme du rang et donner quelques consé-
quences.
Démonstration: Matrice de f(z).

Soient les applications :

R3 — R? R? — R3
f1 : et f2 :
(I,y,Z) = ((L’y,Z) (xvy) = (x_yvz7y+x>

1. Préciser a chaque fois si ces applications suivantes sont ou non linéaires.

2. Donner les matrices canoniquement associées aux applications linéaires de cet exer-
cice. Donner aussi une autre matrice associée a chaque fois.

3. Evaluer le rang des applications linéaires de cet exercice.

4. Préciser si les applications linéaires de cet exercice sont injectives (resp. surjectives,
bijectives) ?

Soit f un endomorphisme de E un espace vectoriel de dimension N avec N € N*.
1. Montrer que, pour tout n € N, on a : Ker (f™) C Ker (f™*1).

2. On suppose, uniquement dans cette question, que n est un entier naturel tel que
Ker (f™) = Ker (f™).

(a) Montrer que, pour tout entier m supérieur a n, on a alors : Ker (f™) = Ker (f™).

(b) Montrer que, pour tout entier m supérieur a n, on a alors : Im (f™) = Im (f").

3. Montrer qu'il existe m € N tel que la suite (dim (Ker(f"))),,.,, soit constante et
prouver que, si ng est le plus petit entier naturel tel que cette suite soit constante
alors ng < V.

4. En déduire que, si f est nilpotent, alors f¥ = 0.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Définir application linéaire, isomorphisme, endomorphisme
et forme linéaire.
Démonstration: Matrice et isomorphisme.

Les deux questions sont indépendantes!
1. On note B; la base canonique de R? et By la base de R3 suivante

((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)).
(a) Expliciter les endomorphismes f;, fo et f3 de R* définies par :

Matg, (f1) = B, Matg, 5, (f2) = B et Matg, s, (f3) = B avec : B =

o O O
N O =
— R =

(b) Expliciter noyau et image de fi, fa et fs.

2. Soit F = Vect (1 — X, X — X?). Donner des équations cartésiennes de F (on
proposera deuz méthodes).

Les deux questions sont indépendantes!
1. Soient p et g deux projecteurs. Montrer I’équivalence suivante :

p + q est un projecteur si et seulement si pog=gqgop=0.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension n (n entier naturel non nul) et f un
endomorphisme de E tel que f* =0 et f* 1 #0.

(a) Montrer qu’il existe un vecteur a de E tel que (a, f(a), f*(a), .., f*"*(a)) soit
une base de F.

(b) Donner la matrice de f dans cette base.

(c) Montrer que Id g — f est un automorphisme et évaluer (Id g — f)=!
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Application linéaire et image d’une base : que peut-on dire 7
Démonstration: Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension n et f &€
L(E, F). Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective si et seulement si
f est bijective.

1. Dire (avec démo!) si les applications suivantes sont des applications linéaires :

RN — R? R3 — R
(&) fr: {(un)neN = (ug, uy) (c) f: {(a:,y, z) P ay+z
R? — R[X] )JC*(R) —=C*(R)
o) fz-{(x’y) CEA @ f4.{f mae

2. Expliciter le noyau des applications linéaires de cet exercice.

3. Y-a-t-il des projecteurs/symétries dans cet exercice ?

Soient D = Vect((1,1,2)) et P = Ker(f — Idgs) avec :

RS — R3
N (my2) = Brty— 2,204 2y — 2,40 + 2y — 2)

. Donner le rang de f, déterminer son noyau et son image.
. Déterminer une base de P.

. Vérifier que P et D sont supplémentaires.

. Montrer que f(D) C D.

. En déduire une base dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Tt = W N
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Enoncer le théoréme du rang et donner quelques consé-
quences.
Démonstration: Matrice de f(z).

Soient les applications :

R3 — R? R? — R3
f1 : et f2 :
(I,y,Z) = ((L’y,Z) (xvy) = (x_yvz7y+x>

1. Préciser a chaque fois si ces applications suivantes sont ou non linéaires.

2. Donner les matrices canoniquement associées aux applications linéaires de cet exer-
cice. Donner aussi une autre matrice associée a chaque fois.

3. Evaluer le rang des applications linéaires de cet exercice.

4. Préciser si les applications linéaires de cet exercice sont injectives (resp. surjectives,
bijectives) ?

Soit f un endomorphisme de E un espace vectoriel de dimension N avec N € N*.
1. Montrer que, pour tout n € N, on a : Ker (f™) C Ker (f™*1).

2. On suppose, uniquement dans cette question, que n est un entier naturel tel que
Ker (f™) = Ker (f™).

(a) Montrer que, pour tout entier m supérieur a n, on a alors : Ker (f™) = Ker (f™).

(b) Montrer que, pour tout entier m supérieur a n, on a alors : Im (f™) = Im (f").

3. Montrer qu'il existe m € N tel que la suite (dim (Ker(f"))),,.,, soit constante et
prouver que, si ng est le plus petit entier naturel tel que cette suite soit constante
alors ng < V.

4. En déduire que, si f est nilpotent, alors f¥ = 0.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication: Définir application linéaire, isomorphisme, endomorphisme
et forme linéaire.
Démonstration: Matrice et isomorphisme.

Les deux questions sont indépendantes!
1. On note B; la base canonique de R? et By la base de R3 suivante

((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)).
(a) Expliciter les endomorphismes f;, fo et f3 de R* définies par :

Matg, (f1) = B, Matg, 5, (f2) = B et Matg, s, (f3) = B avec : B =

o O O
N O =
— R =

(b) Expliciter noyau et image de fi, fa et fs.

2. Soit F = Vect (1 — X, X — X?). Donner des équations cartésiennes de F (on
proposera deuz méthodes).

Les deux questions sont indépendantes!
1. Soient p et g deux projecteurs. Montrer I’équivalence suivante :

p + q est un projecteur si et seulement si pog=gqgop=0.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension n (n entier naturel non nul) et f un
endomorphisme de E tel que f* =0 et f* 1 #0.

(a) Montrer qu’il existe un vecteur a de E tel que (a, f(a), f*(a), .., f*"*(a)) soit
une base de F.

(b) Donner la matrice de f dans cette base.

(c) Montrer que Id g — f est un automorphisme et évaluer (Id g — f)=!
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Soit v € L (E,, E,) avec E, espace de dimension n et E,
espace de dimension p. Que peut-on dire si u injective ? surjective ? bijective ?
Démonstration : Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension n et f €
L(E, F). Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective si et seulement si
f est bijective.

1. Dire (avec démo!) si les applications suivantes sont des applications linéaires :

RN — R? R? — R
(&) fr: {(Un)neN — (U, uy) (c) f: {(:p,y, z) —zy+z
[R2 SR fer®) —cx(®)
) fz.{(w) CR L@ f4.{f oo

2. Expliciter le noyau des applications linéaires de cet exercice.

3. Y-a-t-il des projecteurs/symétries dans cet exercice ?

Soient D = Vect((1,1,2)) et P = Ker(f — Idgs) avec :

;- R? — R3
N (my;2) = Bty — 2,204 2y — 2,40 + 2y — 2)

. Donner le rang de f, déterminer son noyau et son image.
. Déterminer une base de P.
. Vérifier que P et D sont supplémentaires.

. Montrer que f(D) C D.

. En déduire une base dans laquelle la matrice de f est diagonale.

T = W N
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Définir formes linéaires et hyperplans.
Démonstration : Matrice de f(z).

Soient les applications :

/- R3 — R? ot f - R? — R3
. (l',y, Z) — (xya Z) : (ﬂf,y) = (‘7: — y,Z,y‘i‘:U)

1. Préciser a chaque fois si ces applications suivantes sont ou non linéaires.

2. Donner les matrices canoniquement associées aux applications linéaires de cet exer-
cice. Donner aussi une autre matrice associée a chaque fois.

3. Evaluer le rang des applications linéaires de cet exercice.

4. Préciser si les applications linéaires de cet exercice sont injectives (resp. surjectives,
bijectives) ?

Soit f un endomorphisme de E un espace vectoriel de dimension N avec N € N*.
1. Montrer que, pour tout n € N, on a : Ker () C Ker (f™*1).

2. On suppose, uniquement dans cette question, que n est un entier naturel tel que
Ker (™) = Ker (f™1).

(a) Montrer que, pour tout entier m supérieur a n, on a alors : Ker (f™) = Ker (f").

(b) Montrer que, pour tout entier m supérieur a n, on a alors : Im (f™) = Im (f™).

3. Montrer qu'il existe m € N tel que la suite (dim (Ker(f"))),.,, soit constante et
prouver que, si ng est le plus petit entier naturel tel que cette suite soit constante
alors ng < V.

4. En déduire que, si f est nilpotent, alors fv = 0.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Définition/ Explication : Définir application linéaire, isomorphisme, automorphisme
et forme linéaire.
Démonstration : Matrice et isomorphisme.

Les deux questions sont indépendantes!
1. On note B; la base canonique de R? et By la base de R3 suivante

((1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)).
(a) Expliciter les endomorphismes f;, fo et f3 de R* définies par :

Matg, (f1) = B, Matg, 5, (f2) = B et Matg, s, (f3) = B avec : B =

o O O
N O =
— R =

(b) Expliciter noyau et image de fi, fa et fs.

2. Soit F = Vect (1 — X, X — X?). Donner des équations cartésiennes de F (on
proposera deuz méthodes).

Les deux questions sont indépendantes!
1. Soient p et g deux projecteurs. Montrer I’équivalence suivante :

p + q est un projecteur si et seulement si pog=gqgop=0.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension n (n entier naturel non nul) et f un
endomorphisme de E tel que f* =0 et f* 1 #0.

(a) Montrer qu’il existe un vecteur a de E tel que (a, f(a), f*(a), .., f*"*(a)) soit
une base de F.

(b) Donner la matrice de f dans cette base.

(c) Montrer que Id g — f est un automorphisme et évaluer (Id g — f)=!



