+oo —t
e
Soit f : x> / g(t)dt avec g : t — 9 est, par quotient, continue sur R*, appelons G la primitive de g sur
x

R} s’annulant en 1.

1. Distinguons les cas :

e Sur R}.
. ) . " ) o et e’
Soit x un réel strictement positif. On fixe un réel u supérieur & x, on majore |— | par |—| pour tout ¢ de
[, u] et on intégre :
u e—t u 67t
[ faes [ e
“let e —eTY e —e
ce qui donne / —|dt < ———— . L’existence de  lim ————— démontre (on vous laisse expliquer
- t x u—s4o00 T

+oo —t

avec la convergence absolue...) la convergence / Tdt7 f(z) est donc bien définie.

e En 0. :

1
dt 1
Rappelons que / - ne converge pas ( limo In(u) = —o0...). Or n et toutes ces fonctions sont
0 u—

t 0
1 et +oo —t
positives sur ]0, 1]. On peut donc affirmer que / Tdt ne converge pas. Ainsi / Tdt ne converge pas
0 0

et f n’est pas définie en 0.
e Sur R, .
1 et too ot
Supposons = négatif. On vient de prouver que / — ne convergeait pas, cela entraine que / — ne
0 T

converge pas et que f n’est pas définie en x.
Conclusion : f est définie sur R} et pour tout z de R}, on a :

fla) = ( lim G(u)) ~ G(a).

u—>—+0o0

G étant dérivable sur R (c’est une primitive...), f 1’est par somme...
—t
. e
2. ..etona ff=-G ie [t -

3. f’ est strictement négative donc f est strictement décroissante. De plus, par somme, on a :

lim f@;):( lim G(u)>—< lim G(z)>:0.

r—+00 U—>r 400 r—+00

In(x)

, on prouve que lim G(x)
r—0

Tetdt T dt
En 0, en majorant G(z) , i.e. / eT’ pour z dans |0, 1], par / prt ie.
1 1 €
vaut —oo. Par somme, limo f(x) = +oo. Signalons tout de méme une subtilité dans la majoration de G : en
T—>

—t x —t x
e 1 e dt
intégrant l'inégalité - > e valable pour tout t de [z, 1], on obtient / ?dt < / prat Pensez bien a

inverser les inégalités car on intégre dans le "mauvais" sens, x étant inférieur a 1.
4. On commence par fixer un réel strictement positif . On a :

zf(@) = /-i-oo Eew_tdt
st .

e—x

Montrons que cette quantité tend vers 1 quand x tend vers l'infini.
1
Soit u un réel supérieur & x, procédons & une intégration par parties (ce qui est possible car t — n ett— —et

sont de classe C! sur [z,u]), on obtient :

Y T u Yo T Yo
/ Zet Tt = [_7€m7t:| —/ —2ezftdt =1—-—"" —/ —2e$7tdt.
ot t e Joot u ot
+o0

+oo
lim (1 — Ee””_“) vaut 1, / %em_tdt converge (puisque f(x) existe) donc, par différence, / Lot
u xr xr

U—>-+00 12
converge et on a :
+oo 4 too 4
/ Sttt =1 — / e (%)
= t = t



Majorons, intégrons, on a pour tout réel u supérieur a x :

Yz zet Y
/ Eem_tdt < 72/ e_tdt
u

. T . 1 _ . - . .
ce qui donne / t—zer tdt < = — e* Yz, puis, par passage 4 la limite dans les inégalités :
x

xT
+oo
T .
og/ t—zem tdt <
xr

1
z

Attention, c’est & x maintenant de bouger ses fesses...

1 oo g
Comme lim 0= lim — =0, lethéoréme des gendarmes nous permet d’affirmer que lim ettt
r—>+00 r— 400 I r—rFo0 |, 2
existe et vaut 0.
+oo T e T
En passant a la limite dans (%), on obtient que lim “e”"tdt = 1... ce qui prouve que f(z) ~ —.
r—+0o0 o +oco X

—t

. On appelle h : t — ¢

. Par opération, h est continue sur R*. De I’équivalent e~¢ — 1 v —t, on déduit que

11—t 1
h est prolongeable par continuité en 0 en posant h(0) = —1. / ¢ " dt converge donc.
0

Pour tout z de ]0,1[, on a :

1 _—t 1 —t 1 1 _—t

e et —1 dt et —1
—dt = dt — = dt — 1 .
/x ‘ / [ +/z ‘ / { n(e)

1 —t 1 _—t
-1
/ € at / ¢ dt
.t ), t B
In(zr)

In(z)

Divisons, on a :

1 -t
e -1
/ 7 dt Let—1
puis passons a la limite... lim | “2———— | existe et vaut O car In tend vers 'infinien 0 et lim ( / " dt)
x

x—0 hl(l’) z—0

-t _ -t __

dt converge !

1 1
e
tend vers la quantité finie / dt puisque /
0 0

1t
e

[

Par somme, lim | =£———

t —1 i :
Jim n(z) vau ce qui prouve

1 et )
/z Tdt ¥ —In(x)... i.e. G(z) ¥ In(x).

On se souvient que f(z) est ( lim G(u)) — G(x), on divise :

U—r+00

lim G(u)

f(z) _ u—+oo _ G(x)
In(x) In(x) In(z)’
. G(x) , N . .
G(z) ~ In(z) donc lim vaut 1. D’autre part, In tend vers infinien 0 et lim G(u) est une quantité
0 z—0 IH(IE) u—>-+00
lim G(u)
finie donc lim | “=F° | vaut 0.
z—0 In(z)

Par somme, on vient donc de prouver que lim /() valait —1, on a donc : f(z) ~ —In(x).
z—0 \ In(z) 0



b) Pour z <y, on a
t
vt €]0;1],

puis en intégrant f(x) > f(y).
La fonction f est donc décroissante.

c) Ona
! 1
xr €T = r—1 = -
fl@)+ f(x+1) /Ot dt -

d) Puisque f est décroissante et positive, f converge en 4+o0o. Posons ¢ sa limite.
En passant a la limite la relation obtenue ci-dessus, on obtient 2¢ = 0 donc
¢=0.

Par décroissance

f@)+ fl@+1) <2f(z) < flz—1) + f(2)

donc

On en déduit

e) ¢) Quand z — 0T,

<1

1 1
&
= ( ) /01 n = o 1

donc
fa+1) = 0(1) =o(1/2)

et par suite
flx)=1/z— f(x+1) ~ 1/x— 4o

z—0t



Quand t — 400,

[ 4 1 2 1 92 3
ey R it =  HEAA S e — = PO
ft)y=t+ hoprhaa & {+t+2t2 g (1/£) 2t

f n’est pas intégrable en 400, Puisque de plus cette fonction est positive, on peut
affirmer que l'intégrale diverge.



Soit g € £, 1[. Tl existe A € R* tel que

flx+1)
Vr 2 A, =
f@) 7
et donc
Yz 2 A, f(z + 1) € ¢f(z)
On a alors

n—1 n—1

A+n n—1 .44l A+1 Atl
ke e k
f;. f(t)dt = Z/ flt+k)d Zf g f(t)dt = f f(£)D ¢*dt

k=0



et donc

A+ﬂ- 1 A—FI
f fib)dt < —f f(tydt =M
A 1—qJa

On en déduit que les intégrales sur [A, A + n] de la fonction positive f sont
majorées et done f est intégrable sur [A4, A + oo[ puis sur [0, +ool.
L’intégrale etudiée est donc convergente.



Puisque |g| < |f|, l'intégrabilité de f entraine celle de g.
Inversement, supposons g intégrable.

Ona o
TER n— +1)m
| sl 3 [ rwa

avec par décroissance de f

(ke+1)m
f F(8)dt < 7 f (k)
k

m

Parallélement

ke T
f |£(t)] |sin(t)] dt = f(k?r}f sin(t) dt = 2f (k)
(k—1)m o

donc o .
m T w :
[ 1wa<y [{ L O]
Ainsi T a (n—1)=
| rorae< [ rwars [T i) a
et donc

nw T o0
[irona< [Croas [ o)

On peut alors affirmer que les intégrales de | f| sur les segments inclus dans
[0, +o0[ sont majorées ce qui signifie que la fonction f est intégrable sur [0, +ool.



L ]
a) La fonction f est définie et continue par morceaux sur |1, +oo[.

Quand z — 1+,
: YE=1 1
L

et quand x — +o00
Inz 1

f{-’f.\]“w=ﬂ<m)

donc f est intégrable sur |1, +o0c.

b) Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

1/2

3 /
In
( : dI)
3 £
En calculant les intégrales introduites

[ < (-5) " (3lomor - af]) " <1

1/2



On notera f la fonction intégrée et I 'intervalle d'étude, a chaque fois f s’avere

continue par morceaux sur J.
+00 fa—

I = [0,+oo], t2f(t) ———+ 0 donc f est intégrable et A e "+ dt converge.

I =[0,+00], t*f(t) = e?Int—tarctant _, ) donc f est intégrable et

E—+oo
+oo
Jo e taretant gi converge.



a) 0, cf. lemme de Lebesgue.
b) Posons

dif

[ =2 gin{2nt) cost
- a sin f

Cette intégrale existe car un prolongement par continuité est possible en ().
(n observe

gin(2{n + 1)t) — sin{2nt) = 2sini cos(2n + 1)t
et done

w2
Ingr — I, =f 2cos((2n+ 1)) costdt =0
0

La suite {f,) est constante égale a

w2
I =f 2 ros” tdt =
i

b =



c) Ona

nle_ D " 6 o b It w2
f sin{ 2nt) cos Tl f Md: = f sin(2nt) f(t) df
0 ! ®

sin i t

avec ;
flt) = cott — 3

qui se prolonge en une fonction de classe C! sur [0, 7/2].

Ainsi ,
™% sin(2nt
f sin(2nt) s
A ' 3

WJI‘- It TENT __a
f sin{2n }df=f sinu
0 t 0 "

done la convergence de l'intégrale de Dirichlet étant supposée connue, on obtient

Foo s
sint T
e

Or

d) On a

w2 -
ln ( sin(t/2)

w/2
73 ) cos(nt) di +‘/.; In(t) cos(nt)di

/‘ﬂ;"-* In{2sin(t/2)) cos(nt) di = /'

ar i) ar il

Par intégration par parties,

du

/-rrfi In(t) cos(nt)dt = ln(x/2)sin{nx/2) 1 fﬂﬂz Sy
0 " he N

La fonction ¢ — In (%ﬁl) se prolonge en une fonction de classe C° sur [0, 7/2].
Par intégration par parties,

[ () st = S (27 tomm— [ (m (455) )

. i !
La fonction t — (]_n (%ﬂ)) étant de classe C' sur [0, 7/2], on a

3 [/ sin(t/2)V\' . o
;;j; (lu( 17 )) gin{nt)dt = o (;)

e 1 & e
In(2sin(t /2)) cos(nt) df ~ Ln2ysinina/2) —
W Eﬂ

et donc




Par integration -I'.I&I‘ paﬂ:if-_s
f sin(e') df =j el sinfefje "t dif = [— cm{e‘}e_f]; —f cos(el je~t di
0 0 0

D’une part

cos(e” Jem T ——— )
T+

et d’autre part ¢ — cos(e')e™" est intégrable sur [0}, +o¢| car

t* cos{e®)e ™ ——— 0
f—+-c

done 'intégrale f;m sin(e') df converge.



a) On écrit 2 = a + tb avec a, b € E. En multipliant par la quantité conjuguée

A g A gl
_=f AR g

___q_t—i __g_{f—ﬂ-j:'!ﬂ-ﬁ'z
puis
A A A
d: 1 L) ) f_
— = |=In((t — a)® + ) + i |arctan ——
donec

A & . i gi Imz = 0)
_4t—2 Astoc | —im sinon

b} Les poles de F sont assurément non réels,
La partie entiére de F' est nécessairement nulle car F est intégrable.
r}?ﬂﬂsdlfl décomposition en éléments simples de F, les termes en 1/(X — a)* avec
I L = 1 ] & 1 a7 om ¥
k =2 déterminent des expressions intégrables. Puisque F est aussi intégrable, on
peut affirmer par différence que le terme

Ha
;_ (f—a)

(avec P 'ensemble des piles de F') est intégrable sur K. Or

Ry h
tngf—ﬂl 1—#+:~:~FEH"

oE P




Il est done nécessaire que

ZH,.:E}

as P

¢) Les termes en 1/{X — a)* (avec k = 2) de la décomposition en éléments simples
de F indwmsent des intégrales sur & mulles. Par consequent

f F=f Zt“dt-—. lim fo“df
i —= TP =15 A—+me oy —A F—

Puisque les parties polaires sont deux & deux conjugnées

A R, A I H_ﬂ
z[ e Z,j:ﬂt—qut—ﬁdt

acpy —4 aE P+
s
F=2%x Y Im(R,)
— O EEIJ...
Mais
> R0
as P
donne
Y R.+R.=2) Re(R,)=0
as P as Pt
Finalement
+oo
f F = % Z R,
—oc ag P+

d) Puisque n = m + 1, Uintégrabilité est acquise. Les poles de la fraction

_'_I{Em
14X

sont simples et ce sont les

Jl':li:.-:lrﬂ_
2L =8 In

avec ke {0,..., 2n— 1}.
Pour chaque k< {0,.... 2n — 1}.

xgm EEm+ 1

R, = ——— =
TR (. 2n




Les poles de parties imaginaires positives sont obtemms pour k€ {0.... . n— 1} et
aprés sommation géométrique on obtient

T pdm -
_211 dm — .
— 1+ 71 <IN (“—1“5-:-#-“;]



