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EXERCICE 3 analyse

Enoncé exercice 3

1
1. On pose g(z) = €*® et h(z) = o2
x
Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k des fonctions g et h sur leurs ensembles de
définitions respectifs.

e2m

2. On pose f(z) = T+

En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée ni®™° d’un produit de fonctions, déterminer, pour
tout entier naturel n et pour tout z € R\ {1}, la valeur de £ (x).

3. Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

Corrigé exercice 3

1. g est de classe C* sur R et h est de classe C* sur R\ {—1}.
On prouve, par récurrence, que :

1 R
Vo eR, g (z) =25 et Vo € R\ {-1}, h¥)(z) = (=1)°K!

(14 z)k+1"
2. g et h sont de classe C* sur R\ {—1} donc, d’apreés la formule de Leibniz, f est de classe C* sur R\ {—1}
et Vo e R\ {-1}:

n n _1\k | n 71)]921171@
(n) — N\ (n—k) h(k) — n gn—k 2z ( 1) k — 12T (
1) = 33 ()0 = 32 ()t s =S e
3. Notons (P,) la propriété :

Sif:I—>Retg:I— Rsontn fois dérivables sur I alors, fg est n fois dérivable sur I et :

Veel, (fg) ™ @)=Y (Z)f(”’“) ()9 (2).
k=0

Prouvons que (P,) est vraie par récurrence sur n.
La propriété est vraie pour n = 0 et pour n = 1 (dérivée d’un produit).

Supposons la propriété vraie au rang n > 0.
Soit f: I - Ret g: I — R deux fonctions n + 1 fois dérivables sur I.

Les fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur I et donc par hypothése de récurrence la
n

fonction fg 'est aussi avec Va € I, (fg)™ (x) = Z (Z) FOR (2)g®) ().
k=0
Pour tout & € {0,...,n}, les fonctions f=F) et ¢(F) sont dérivables sur I donc par opération sur les
fonctions dérivables, la fonction (fg)(™ est encore dérivable sur I.
Ainsi la fonction fg est (n 4 1) fois dérivable et :

n

vae L1 =3 (1) (1@l + 10 ) )

k=0
En décomposant la somme en deux et en procédant a un décalage d’indice sur la deuxiéme somme, on

n n+1
obtient : V. € I, (fg)(n+1)(m) — Z (k) f(n+1 k) (k) + Z ( ) (n+1—k) (x)g(k) (x)

k=0
C’est-a-dire

(Fg) ) kz(() (" 1)>f<“+1k><x>g<’“><x>+(g>f<”+1><x>g<°><x>+<Z>f<0><x>g<“+1><x>.

1
Or, en utilisant le triangle de Pascal, on a " + " ) — (" + .

k) k-1 k
On remarque également que <0> ( 0 > € (n> <n + 1>

+
1 )
On en déduit que (fg) ("+1) Z (n + >f(n+1_k)(33)9(k)(37)-

Donc (P,,4+1) est vraie.
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EXERCICE 4 analyse

Enoncé exercice 4

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
2. Soit f : [a,b] — R et soit zg € ]a, b].

On suppose que [ est continue sur [a,b] et que f est dérivable sur Ja, x| et sur ]zg, b|.
Démontrer que, si f admet une limite finie en g, alors f est dérivable en xg et f'(x0) = lim f'(z).
T—xTo

3. Prouver que l'implication : ( f est dérivable en xg) = (f’ admet une limite finie en z¢) est fausse.

1
Indication : on pourra considérer la fonction g définie par : g(x) = 22 sin — si x # 0 et g(0)
x

Corrigé exercice 4

1. Théoréme des accroissements finis :
Soit f : [a,b] — R.
On suppose que f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.
Alors 3¢ € Ja, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
2. On pose I = lim f/(z).
rT—rxo
Soit h # 0 tel que zg + h € [a, b].

=0.

En appliquant le théoréme des accroissements finis, a la fonction f, entre xy et g + h, on peut affirmer

qu’il existe ¢, strictement compris entre xg et xg + h tel que f(xg + h) — f(xg) =

Quand h — 0 (avec h # 0), on a, par encadrement, ¢, — .

1 L , L b
Done lim - (f(zo +h) = f(w0)) = lim f'(en) = lim f'(z) =1.
On en déduit que f est dérivable en zg et f/(zg) = I.

3. La fonction g est clairement continue et dérivable sur |—oo, 0] et |0, +o0].

Vz € R*, |g(x)| < 22 donc }llin}) g(x) =0 = g(0). Donc g est continue en 0.
—
h#0

1 1
g est également dérivable en 0 car Vo € R*, — (g(z) — ¢(0)) = xsin ()
x x

1 1
Or lim hsin () =0 car |zsin () | < ).
e\ :

Donc, g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0.

Donc g est dérivable sur R.

1 1
Cependant, V z € R\ {0}, ¢'(z) = 2z sin () — cos ()
x

x

f’(ch)h.

1 1 1
2z sin <> —— 0 (car |2z sin(—)| < 2|z|), mais  — cos | — | n’admet pas de limite en 0.
x) -0 x x

Donc ¢’ n’a pas de limite en 0.
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EXERCICE 5 analyse

Enoncé exercice 5

1. On considére la série de terme général u,, = —————5 o n > 2 et a € R.

n (lnn)
(a) Cas a0

En utilisant une minoration trés simple de u,,, démontrer que la série diverge.

(b) Cas a >0
Etudier la nature de la série. )
Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(z) = Pz
r(lnz)«

et

(In(n? + n))2

2. Déterminer la nature de la série Z
n>2
Corrigé exercice 5

1.(a) Casa <0
Vn>3,Inn>1donc (Inn)* < 1.

s |-

On en déduit que : Vn > 3, u, >
1
Or — di .
Z — diverge
n>2

Donc , par critére de minoration pour les séries & termes positifs, on en déduit que E uy, diverge.

n>2
(b) Cas >0

Soit n > 3. )
La fonction f: z — (Inz)° est continue par morceaux, décroissante et positive sur [2, +o00[ donc

z(lnz

k

k—1

done 3 f(k) < 3 / fa)de <3 flk—1)
k=3 k=3’ k-1 k=3
n—1

Cest-a-dire, »  f(k) < [ f(z)dx < i f(k)
k=3 2 k=

étant positive, on peut donc écrire dans 0, +oc| 'inégalité
g

—+o00 +00 +o0
S Fh) < / fa)da <3 f(k)
k=3 2 k=2

de sorte que la série et l’intégrale sont simultanément finies,
“+o0

autrement dit, Z f(n) et / f(x)dx sont de méme nature.
2

n>2

—+oo +oo dt +oo
Puisque / flz)dz = / a0 On peut affirmer que : / fl@)de < o0 <= a > 1.
2 1 2

t=Ilnz /i, 9

On en déduit que : Z f(n) converge <= a > 1.

n>2
1 n
(e — (1 + ) ) en
n

(In(n2 +n))*

2. On pose, pour tout entier naturel n > 2, u,, =

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 12


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 11,/09/2024

Au voisinage de +oo,

e — (1 + 1) =e — enln(1+717) =e — en(%im%?jq)(n%)) =e — el_ﬁ+o(%) = i + o0 (1> .
n

1 n
On en déduit qu’au voisinage de +00, e — (1 + ) ~ i.
n +o00 2n
1 1 1
De plus, au voisinage de +oo, In (n2 + n) =2Inn+In (1 + ) =2lnn+—+o ()
n n n

Donc In (n2 + n) +rv 2Inn.

1
Et comme en ~ 1, on en déduit que u, ~ S —_—
+oo +0 8 n(lnn)
1
Or, d’aprés 1.(b), converge.
(b) Z n (Inn)®

n>=2

Donc, par critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, E U, converge.
n>2
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a) Ona
- ik tI_CFn
In=Im ch =lm(:m)

2

% 1—1::‘|

donc
1-—¢&"
1-¢

|Zal [

et 1a suite (Eg)npq est effectivement bornée.

b) Ona
L n —1
E}— Er_1 Tk
Sp=y Ryt Z—
fem1 2 k k=l k+ 1
donc

n
T Tn
S = E —_— —
t—ik{k-"n n+l

Or ;Eﬁ —+ 0 car (En) est bornée et R%h =0 (fg} est le terme genéral d'une

série absolument convergente. On peut done conclure que (Sn) comverge.



GA) ; 1
nin+1)(n+2) n?

donc la série converge
Par décomposition en éléments simples
1 1/2 1 1/
n(n+1)(n+2) n '

puis aprés télescopage

Q2)

On a

+oo

ey B
£~ n(n+1)(n+2) 4

1 1
B(k+1)2 " K
done la série converge.

Par décomposition en éléments simples

1 1 1 2 2

R B GrD R+l

k

done



